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Vorwort. 

Bei der Lektüre des wertvollen Ergebnisse-Heftes^Algebraic'surfaces“ 
von 0. Zasiski nahm der Gedanke, eine Einführung in die algebraische 
G^metiie zu schreiben, bei mir festere Formen an. Eine solche Ein- 
führung sollte die „Elemente" der algebraischen Geometrie im klassischen 
Sinne des Wortes enthalten, d. h. sie sollte die notwendige Grundlage 
für jede mehr in die Tiefe gehende Theorie bieten. Auch Herr Geppert, 
der in dieser Sammlung ein Buch über algebraische Flächen zu schreiben 
beabsichtigt, empfand die Notwendigkeit einer solchen Einführung, auf 
die er sich dann beziehen könnte, und ermutigte mich, dieses Buch 
zu schreiben. 

Die Erfahrung meiner mehrfach gehaltenen Vorlesungen über 
algebraische Kurven und Flächen kam mir bei der Ausführung, sehr 
zustatten; ich konnte dabei eine von den Herren Dr. M. Deuring und 
Dr. V. Garten angefertigte Vorlesungsausarbditung benutzen. Daneben 
wurde viel Material aus meiner Aufsatzreihe „Zur algebraischen 
Geometrie" in den Mathematischen Annalen entlehnt. 

Bei der Auswahl des Stoffes waren nicht ästhetische Gesichtspunkte, 
sondern ausschlielBlich die Unterscheidung: notwendig < — entbehrlich- 
maßgebend. Alles das, was unbedingt zu den „Elementen" gerechnetj 
werden muß, hoffe ich, aufgenommen zu haben. Die Idealtheorie, die 
mich bei meinen früheren Untersuchimgen leitete, hat sich für die 
Grundlegung als entbehrlich herausgestellt; an ihre Stelle sind die 
weitertragenden Methoden der italienischen Schule getreten. Zur Er-, 
läuterung der Methoden und zur Vorbereitung der Problemstellungen 
wurden reichlich geometrische Rinzelfragen behandelt; jedoch habe ich 
auch hier ein gewisses Maß einzuhalten versucht, da sonst der Umfang 
leicht ins Uferlose angewachsen wäre. 

Bei der Durchsicht der Korrektmen haben mich die Herren Prof. 
H. Geppert, Dr. O.-H. Keller, Dr. H. Reichardt und Prof. G. Schaake 
unterstützt und auf manche Verbesserungen hingewiesen, wofür ihnen 
hier aufs beste gedankt sei. Die Skizzen zu den Zeichnungen hat Herr 
Dr. Reicbardt gemacht. Der Verlag hat dem Buche die bekannte 
tadellose Ausführung gegeben und ist mdnen Sonderwünschen bereit- 
willigst entgegengekommen. 

Leipzig, im Februar 1939. 

B. L. VAN DER WAERDEN. 
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Einleitung. 

Die algebraische Geometrie ist entstanden durch die organische 
Verschmelzung der in Deutschland hoch ent\rickelten Theorie der alge- 
braischen Kurven und Flächen mit der mehrdimensionalen Geometrie 
der italienischen Schule. Funktionentheorie und Algebra standen an 
ihrer Wiege. Der Schöpfer der algebraischen Geometrie im engeren 
Sinn war Max Noeteer; ihre Entfaltung zur vollen Blüte war das Werk 
der italienischen Geometer Segre und Severi, Enriques imd Castel- 
Nuovo. Eine zweite Blüte erlebt die algebraische Geometrie in unseren 
Tagen, seit die Topologie sich in ihren Dienst gestellt hat, während 
gleichzeitig von der Algebra aus die Überprüfung der Grundlagen vor- 
genommen wird. • 

Weiter als bis zu diesen Grundlagen soll dieses Büchlein nicht gehen.. 
Ihre algebraische Begründung ist' jetzt soweit gediehen, daB es ohne 
weiteres möglich wäre, die Theorie „von oben herab" darzustdlen. 
Von einem beliebigen Grundköiper ausgehend, köimte man die Theorie 
der algebraischen Mannigfaltigkeiten im n-dimensionalen Raum, sowie 
die Theorie der algebraischen Fimktionenkörper einer Veränderlichen 
entwickeln. Durch Spezialisierung würde man dann die ebenen alge- 
braischen Kurven, die Raumkurven tmd Flächen erhalten. Der Anschluß 
an die Funktionentheorie und an die Topologie könnte nachträglich 
hergestellt werden, indem man den Körper der komplexen Zahlm zum 
Grundkörper wählt. 

Hier wurde diese DarsteUunpart nicht gewählt, vielmehr wird weit- 
gehend die historische Entwicklung, wenn auch im einzelnen etwas 
abgekürzt und umgebogen, zum Vorbild genommen. Es wird danach 
gestrebt, immer zuerst das nötige Anschauungsmaterial bereitzustellen, 
bevor die allgemeinen Begriffe entwickelt werden. Zunächst koimnen 
die elementaren Gebilde im. projdrtiven Raum .(lineare Teilräume, 
Quadriken, rationale Normkurven, KoUineationen imd Korrelationeu) 
heran, dann die ebenen algebraischen Kurven (mit gelegentlichen Aus- 
blicken auf Flächen und H3perflächen), dann erst die Mannigfaltigkeiten 
im. n-dünensionalen Raum. Der Grimdköiper ist anfangs der Körper 
der komplexen Zahlen; erst später werden je nach. Bedarf allgemeinere 
Grundköiper eingeführt, jedo^ immer nur solche, die den Körper aller 
algebraischen Zahlen umfassen. Es wird jedesmal versucht, mit elemen- 
taren Hilfsmitteln möglichst weit yorzudiingen, auch weim die betreffenden 
Sätze sich später als Spezialfalle von aUgemeineren Sätzen noch einmal 
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ergeben. Als Beispiel nenne ich die elementare Theorie der Pnnkt- 
gruppen auf Kurven 3. Ordnung, in der weder von elliptischen Funk- 
tionen noch vom NoETHERschen Fundamentalsatz Gebrauch gemacht 
wird. 

Diese Behandlungsweise hat den Vorteil, daß die schönen Methoden 
und Ergebnisse der klassischen Geometer, von Plücker und Hjbsse, 
Cayley und Cremona bis zur CLEBSCHschen Schule, wieder zu ihrem 
vollen Recht kommen. Auch wird der Anschluß an die funktipnen- 
theoretische Betrachtungsweise gleich zu Anfang der Kurvetitheorie 
hergesteUt, indem der Begriff des Zweiges einer ebenen algebraischen 
Kurve mit Hüfe der PuiSEUXschen Reihenentwicklung erklärt wird. 
Der oft gehörte Vorwurf, daß diese Methode nicht rein algebraisch sei, 
ist leicht zu entkräften. Ich weiß sehr wohl, daß die Bewertungstheorie 
eine schönere und allgemeinere algebraische Begründung ermöglicht, 
aber es scheint mir zum richtigen Verständnis wichtig, daß der Lernende 
zuerst einmal mit den PuiSEUXschen Reihen vertraut wird und die 
Singularitäten der algebraischen Kurven anschaulich vor sich sieht. 

Erst das Kap. 4 bringt die aUgerileme Theorie der algebraischen 
Mannigfaltigkeiten. Im Zentrum stehen hier die Zerlegung in irreduzible 
Mannigfaltigkeiten sowie der Begriff des allgemeinen Punktes und der 
Dimension. 

Einen wichtigen Spezialfall der algebraischen Mannigfaltigkeiten 
bilden die algebraischen Korrespondenzen zwischen zwei Mannigfaltig- 
keiten, denen das Kap. 5 gewidmet ist. Schon die einfachsten Sätze 
über irreduzible Korrespondenzen, insbesondere das Prinzip der Kon- 
stantenzählung, gestatten zahlreiche Anwendungen. Im Kap. 6 wird, 
an die Theorie der algebraischen Korrespondenzen anschließend, der 
allgemeine MultipUzitätsbegrijff entwickelt und auf verschiedene Probleme, 
insbesondere Schnittprobleme angewandt. Das Kap. 6 bringt che Grund- 
züge der für che italienische Behandlungsweise cler birationalen Invari- 
anten algebraischer Mannigfaltigkeiten gnmdlegenden Theorie der line- 
aren Scharen. Im Kap. -7 wird der NoETHERsche Fundamentalsatz mit 
seinen fMÜmensionalen Verallgemeinerungen und verschiedenen Folge- 
rungen, darunter der BRiix-NoETHERschc Restsatz, dargestellt. Das 
Kap. 8 schließhch bringt einen kurzen Abriß der Theorie der „unendlich 
benachbarten Punkte" auf ebenen Kurven. 

Wer mit der M-dimensionalen projektiven Geometrie (Kap. 1) und 
mit den Grundbegriffen der Algebra (Kap. 2) eiuigermaßen verixaut ist, 
kann che Lektüre des Buches ebensogut mit dem Kap. 4 wie mit dem 
Kap. 3 anfangen: die beiden sind voneinander unabhängig. Die Kap. 6 
und 6 ■ beruhen im wesenthchen nur auf dem Kap. 4. Erst vom Kap. 7 
an werden alle vorhergehenden benutzt. 


Erstes Kapitel. 

Projektive Geometrie 
des n-dimensionalen Raumes. 

Nur die ersten sieben Paragraphen und der § 10 dieses Kapitels 
-werden in diesem Buch dauernd benötigt. Die übrigen Paragraphen 
verfolgen nur den Zweck, Anschauungsmaterial imd einfache Beispiele 
, zu bringen, die ohne höhere algebraische Hilfsmittel behandelt werden 
können, und dadurch die spätere allgemeine Theorie der algebraischen 
Mannigfaltigkeiten vorzubereiten. 

§ 1. Der projektive Ra-um tind seine linearen Teilräume. 

Man hat es schon lange in der projektiven Geometrie der Ebene 
und des Raumes für zweckmäßig befunden, den Bereich der reellen 
Punkte zu dem der komplexen Punkte zu erweitern. Während ein reeller 
Punkt der projektiven Ebene durch drei reette homogene Koordinaten 
(yo> yii y«) gegeben wird, die nicht alle Null sind imd mit einem Faktor 
A + 0 multipliziert werden dürfen, -wird ein „komplexer Pmakt" durch 
drei hmpUxe Zahlen {y^, y^, y^ gegeben, die -wiederum nicht alle Null 
sind und mit einem Faktor ^4*0 multipliziert werden dürfen. 

Man kann den Begriff eines komplexen Punktes nach von Staudt 
rein geometrisch definieren^). Es ist aber viel einfacher, den Begriff 
algebraisch zu erklären und unter einem komplexen Punkt der Ebene 
einfach die Gesamtheit aller Zahlentripel (yo^, zu verstehen, 

die durch Multiplikation mit einem beliebigen Faktor A aus einem festen 
Tripel komplexer Zahlen (yg, y^, y^, die nicht alle. Null sind, entsteh^. 
Analog wird ein komplexer Punkt des Raumes als Gesamtheit von pro- 
portionalen Zahlenquadrupeln erklärt. Diese algebraische Defimtion 
werden wir im folgenden zugrunde legen. 

Hat man sich einmal so weit von der geometrischen Anschauung 
entfernt, daß man Punkte als rdn algebraische. Gebilde betrachtet, so 
steht nichts mehr der n-dimensionalen Verallgemeinerung im Wege. 
Man versteht unter dnem homfpUxen Punkt des n-dimensionalen Raumes^ 
die Gesamtheit aller Zahlen-(n-j-l)-tupel (yoA, yiA, . . ., y»A), welche 
aus einem festen (n-f-lj-tupel komplexer Zahlen (yoi yf. • • - 1 y»)i die 
nicht alle Null sind, durch Multiplikation mit einem l^ebigen FaMor A 

die aQBffihrliche DaiBtellnng von G. Juxl, Vorlesungen Aber projektive 
Geometrie, Berlin 1084, in dieser Sammlung erschienen. 
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I. Projektive Geometrie des »-dimensioitalen Raumes. 


entstehen. Die Gesamtheit der so definierten Punkte heißt der n-dimen- 
siofude komplexe projektive Raum 5«. 

Man kann die Verallgemeinerung aber noch weiter treiben. Man 
kann nämlich an Stelle des Körpers der komplexen Zahlen einen be- 
liebigen komrnutativen Körper K im Sinne der Algebra betrachten, von 
welchem nur vorausgesetzt wird, daß er ebenso wie der Körper der 
komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen ist, d. h. daß jedes nicht 
konstante Polynom f{x). im Köiper K vollständig in Linearfaktoren 
zerfällt. Beispiele von algebraisch abgeschlossenen Körpern sind: Der 
Körper der algebraischen Zahlen, der Körper der komplexen Zahlen, 
der Körper der algebraischen Funktionen von k Unbestimmten. Alle 
diese Körper führen zu projdctiven Räumen, die in ihren Eigenschaften 
so sehr Übereinstimmen, (hiß wir sie alle. gemeinsam behandeln können. 

Es ist nun zweckmäßig, den Begriff des projektiven Raumes mit 
dem des Vektorraumes in Zusammenhang zu bringen. Ein «-tupel 
(yj, . . . , y«) von Elementen des Körpers K heißt ein Vektor. Die Ge- 
samtheit aller Vektoren heißt der n-dimensionale VeMorraum E„. Vektoren 
können in bekannter Weise addiert, subtrahiert und mitKörperelementen 

1 ftt 

multipliziert werden. Irgend m Vektoren v,...,v heißOn linear uth 
abhängig, wenn aus f- vy„=0 stets ••• =y„=0 folgt. 

1 H 

Je n linear unabhängige Vektoren v,...,v spannen den ganzen Vektor- 
raum auf, d. h. jeder Vektor v läßt sich als Linearkombmation 

31 

vyx + ” • -\-VYn=v schreiben. Die Gesamtheit aller Linearkombina- 

tionen von m linear unabhängigen Vektoren (m^n) heißt 

ein m-dimensionaler linearer Teilraum des Vektorraumes Die 

1 ftt 

Dimension m ist von der Wahl der Basisvektoren v,...,v unabhängig^). 
Insbesondere besteht ein eindimensionaler Teüraiun aus allen Vektoren 

V X wo'v = {Yx, . . . , Yn) ein fester von Null verschiedener Vektor ist. 
Ein Punkt des projdktivCT. Raumes S„ nach der obigen Definition ist 
also nichts anderes als ein eindimensionaler Teilraum oder Strahl des 
E„+i. Der S,» ist die Gesamtheit aller Strahlen eines Vektorraumes 

Ein Teilraum S„ des S^ kann nun definiert werden als die Gesamtheit 
aller Strahlen eines Teilraumes des E«+i. besteht also aus 

allen Punkten y, deren Koordinaten {yo> • • • » yJ hnear von den Koordi- 
naten von w-f 1 linear unabhängigen Punkten y> • - V abhängen: 

(1) Yh — nro + nvi H h nym (ä = o, i, . . ., n) . 

Die Körperelemente y©» • • • > V»» können als homogene Koordinaten 
(oder Parameter) in dem Teilraum S« bezeichnet werden. Die Punkte 

Für dem Beweia s. etwa B. L. van dbr Wabbubn: Moderne Algebra I, § 28 
oder II, § 106. 


§ 1. Der projektive Raum Sn und seine linearen Teilräume. 5 

y, . . .,y sind die Grundpunkte dieses Koordinatensystems. Dadurch, 
daß jeder Punkt des Teilraumes durch w+1 homogene Koordinaten 
70* • • ■ * y» bestimmt wird, rechtfertigt sich nachträglich die Bezeichnung 
5«, 'für den Teilraum. Die eindimensionalen Teilräume heißen Geraden, 
die zweidimensionalen Ebenen, die (« — l)-dimensionalen Hyperebenen 
des 5«. Ein Sg ist ein Funkt. 

Die Formeln (1) gelten audi dann noch, wenn wt = « ist, wenn also 
S« mit dem ganzen Raum S« zusammenfällt. Die Parameter yg» • • ■ • 7»» 
sind dann neue Koordinaten für den Punkt y, die mit den alten Koor^- 
naten y« durch die lineare Transformation (1) Zusammenhängen. Diese 
schreiben wir jetzt so^): 



Da die Punkte y, . . . , y linear imabhängig vorausgesetzt waren, so kann 
man diese Gleichungen nacli den y< auflösen 

y< = 2’i9jy*. 

Die 7 ^ heißen allgemeine projektive Koordinaten (in der Ebene: Dreiecks- 

koordinaten; im Raum: Tetraederkoordinaten). Ist speziell (y*) die 
Einheitsmatrix, so werden die y* gleich den ursprünglichen y*. 

d unabhängige homogene lineare Gleichungen in den Koordinaten 
yo, • . ., 7» definieren einen des S,»; denn bekanntlich setzen sich 
ihre Lösungen linear aus n — «f + 1 linear unabhängigen Lösungen zu- 
sammen. Insbesondere definiert eine einzige lineare Gleichung 

(2) «“yo + «^yi + ”’ + «’*7» = 0 

eine Hyperebene. Die Koeffizienten m®, «i, . . . , u" heißen die Koordinaten 
der Hyperebene u. Sie sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor A + 0 
bestimmt, da die Gleichung (2) ja mit einem solchen Faktor X multi- 
pliziert werden darf. 

Die linke Seite der Gleichung (2) bezeichnen wir ein für allemal mit 
Uy oder («y). Wir setzen also 

{uy) = Uy = ^ u^yi = «®yo -h u^yi H 1- y«. 

Jeder lineare Raum Sa in S„ kann durch n—d linear unabhängige 
lineare Gleichungen definiert werden. Denn wenn Sa durch die Punkte 

V, y, ..., y bestimmt wird, so haben die d-\-\ linearen Gleichungen 

(My)=0, («y) =0j . . ., (uy) =0 

in den unbekannten u^,u^,. . .,u** genau n—d linear unabhängige 

Ein i^-Zeichen ohne nähere' Angaben bedeutet hier und im folgenden, daß 
über jeden zweünal (vorzugsweise einmal oben und einmal unten) vorkommenden 
Index summiert wird. 
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Lösungen. Jede dieser Losungen definiert eine Hyperebene, und der 
Durchschnitt dieser n — i Hyperebenen ist ein S^, der die Punkte 

0 1 A 

y, y, . . . , y enthält, also mit dem gegebenen 5^ identisch sein muß. 

1 M 

Aufgaben. 1. n linear unabhängige Punkte y, . . y bestimmen eine Hyper- 
ebene u. Man zeige, dafi die Koordinaten dieser Hyperebene proportional den 

«-reihigen Unteideterminanten der Matrix (y;^) sind. 

2. n linear unabhängige Hyperebenen «j, . . ., Wm. bestimmen einen Punkt y. 
Man zeige, daß die Koordinaten, y, dieses Punktes proportional zu den n-reihigen 
ITnterdeterminanten der Matrix sind. 

8. Durch die Angabe der Gmndpunkte y, . . . , y in einem Raum Sm sind die 
Koordinaten y^, .. .,ym eines Punktes y noch nicht eindentig bestimmt, da man 
die Koordinaten der Grundpunkte noch mit beliebigen von Null verschiedenen 
Faktoren A« , . . . , A» multiplizieran kann. Man zeige, daß die Koordinaten yo, . . .,ytH 
für jeden Punkt y bis auf einen gemeinsamen Faktor A’j- 0 eindeutig bestimmt 
werden, sobald noch der „£inheitq>unkt‘' s gegeben ist, der die Koordinaten 
y, B 1, . . . , ym = 1 hat. Kann der Einheit^unkt briiebig in Sm gewühlt werden ? 
4. Man zeige, daß ein 5« _ i in Sm durch eine lineare Gleichung in den Koordinaten 
gegeben wird. 

6. Man zeige, daß der Übmgang von einem Parametersystem yo, •• •,ym hi 
einem 5« zu einem anderen (durch andere Grundpunkte definierten) Paraineter- 
system für die Punkte desselben S» durch eim lineare Parametertiansformatlon 

vermittelt wird. 

§ 2. Die projektiven Verknüpfungssätze. 

Aus den Definitionen des §1 folgen unmittelbax.die beiden zueinander 
dualen Verknüpfungssätze: 

I. fn + 1 Punkte in S*, die nicht in einem mit q<m liegen, bestimmen 
einen 5^. 

II. d Hyperebenen in S^, die "keinen mit q>n — d gemeinsam haben, 
bestimmen einen 

Wir beweisen nun weiter: 

III. Ein Sp und ein Sg in haben, falls p-\-q'^n ist, einen linearen 
Raum Sa von der Dimension d'^p + q — n eds Durchschnitt. 

Beweis. Sp wird durch n — p unabhängige lineare Gleichungen, Sg 
durch n — q lineare Gleichungen definiert. lüsgesamt sind das 2 » — p — q 
lineare Gleichungen. Falls diese unabhängig sind, so definieren sie einen 
linearen Raum von der Dimension n — (2» — p — q) = p-\-q — n. Sind 
sie abhängig, so kann man einige von ihnen weglassen, und die Dimension 
des Schnittraumes erhöht sich.’ 

IV. Ein Sp und ein Sg, die einen Sa gemeinsam haben, liegen in einem 
Sf^ mit m ^P ■{• q—d. 

Beweis. Der Schnittraum Sa wird durch i + 1 linear unabhängige 
Punkte bestimmt, Um Sp zu bestimmen, hat man zu diesen <f+l 
Punkten noch p — d hinzuzunehmen, damit man p + l linear unabhängige 
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Punkte erhält. Um zu bestimmen, hat man in der gleichen Weise 
q—d Punkte hinzuzunehmen. Alle diese 

(d + 1) + (j>—d) + {q — d) = ^ + q — d + 1 

Punkte bestimmen, falls sie linear unabhängig sind, einen 

sonst einen 5^ mit + — d. Der so bestimmte S,„mit in^j>-\-q—d 

enthält alle Bestimmungspunkte von Sp und von S^, alk) Sp und Sg selber. 

Ist kein Schnittraum vorhanden, so lehrt die gleiche Schlußweise: 

V. Eifi Sp und ein Sg liegen immer in einem S^ mit m^p-\-q-\-\: 

Mit Hilfe von III kann man IV und V verschärfen zu 

yi. Ein Sp und ein Sg, deren Durchschnitt ein S^ bzw. deren Durch- 
schnitt leer ist, Hegen in einem eindeutig bestimmten Sp^g^i bzw. in einem 
eindeutig bestimmten Sp^g^i. 

Beweis. Zunächst sei der Durchschnitt S^. Nach IV liegen Sp und 
Sg in einem Stn niit m^^-^q—d. Nach III ist andererseits 

d'^p-\-q—m, also m'^p-{-q — d. 

Daraus folgt m=p-{-q—d. Wären Sp und Sg noch in einem anderen 
5 m enthalten, so hätte der Durchschnitt dieser beiden S„ eine kleinere 
Dimension, was nach dem eben bewiesenen nicht möglich ist. 

Nun sei der Durchschnitt leer. Nach V liegen Sp und Sg in einem 
Sm mit + Wäre m^p-^q, so hätten Sp und Sg nach III 

einen nicht leeren Durchschnitt. Also ist m=p-\-q-\~l. Genau so wie 
im, ersten Fall ergibt sich weiter, daß . 5^ einzig ist. 

Der durch VI definierte Räum Sp^g_i bzw., 5^ +, 4,1 heißt der Ver- 
bindungsraum von Sp und Sg. 

Aufgaben. 1. Man leite aus I, II, III, VI durch Spezialisierung die Verknüpfungs- 
aadome für die Ebene S^, für den Raum 5« und den Raum her. 

2. Weim man alle Punkte eines Raumes 5 m des auf einen anderen 5^ des 
Sn projiziert, indem man sie alle mit einem festen 5« — m — 1 verbindet und die Verbin- 
dungs-Sn— m immer mit 5^ schneidet, so entsteht dadurch eine eineindeutige Ab- 
bildung der Punkte von Sm auf die Punkte von 5^, vorausgesetzt daß 5y»_A_i 
weder mit Sm noch mit 5^ Punkte gemeinsam hat. 

§ 3. Das Dualitä.tsprinzip. Weitere Begriffe. Doppelverhältnisse. 

Ein Raum Sp heißt mit einem Sg inzident, wenn Sp in Sg oder Sg 
in Sp enthalten ist. Insbesondere ist ein Punkt y mit einer Hj^perebene 
u inzident, wenn die Relation (wy) = 0 gilt. 

. Da eine Hyperebene, ebenso wie ein Punkt des S^, durch n+ 1 homo- 
gene Koordinaten «®, . . . , w” bzw. yo» • • • » y» gegeben wird, die mit einem 
Faktor A = 4 = 0 multipliziert werden dürfen, und da in der Inzidenzrelation 
(wy) = 0 die M und die. y in der gleichen Wmse Vorkommen, so gUt das 
n-dimensionale DuaUtätsprinzip, welches besagt, daß in jeder richtigen Aus- 
sage über die Inzidenz von Punkten und Hyperebenen diese b^en Be- 
gaffe vertauscht werden kßwnen, ohne daß die Richtigkeit der Aussage 
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iadurch beeinflußt wird. Z. B. können in der Ebene die Begriffe Punk 
und Gerade, im Raum die Begriffe Punkt und Ebene in jedem Satz 
der nur von der Inzidenz von Punkten und Geraden bzw. Ebenei 
handelt, vertauscht werden. 

Man kann das Dualitätspiinzip auch so formulieren: Jeder au 
Punkten imd H 5 ^erebenen b^ehenden Figur läßt sich eine aus Hyper 
ebenen und Punkten bestehende Figur zuordnen, welche die gleichei 
Inzidenzen wie die ursprüngliche aufweist. Jedem Punkt y kann mai 
nämlich eine Hyperebene mit denselben Koordinaten y©» • • • » y» 
jeder H 5 T)erebene u einöi Punkt mit denselben Koordinaten «®, . . . , « 
zuordnen. Die Relationen {uy)=0 bleiben dabei erhalten. Die Zuordnung 
selbst ist eine besondere Korrelation oder DuaUtät. Der Raum de: 
Punkte (u®, ...,«*) heißt auch der zum ursprünglichen d/uale Raum 

Wir woUen nun untereuchen, was einem linearen Raum 5^ in dei 
Dualität entspricht. wird gegeben durch n — m unabhängige linear« 
Gleichungen in den Punktkoonünaten y. Faßt man nun ^e y ah 
Koordinaten einer Hyp^ebene auf, so hat man n — m unabhängig« 
lineare Gleichungen, weldie ausdrücken, daß die Hyperebene y durcl 
n — #» linear unabhängige Punkte gdien soll. Diese n—m Punkte be 
stimmen einen und die linearen Gleichungen besagen, «laß <ii( 

Hyperebene y «len Raum enthalten soll. Somit entsprichi 

jedem S,, in der Dualität ein und den Punkten des S„ ent- 

sprechen die Hyperebenen durch 

Nun sei Sp in einem Sg enthalten, d. h. alle Punkte von Sp seier 
gleichzeitig Punkte von Sg. Dual entspricht dem Sp ein imcJ 

dem S, ein so daß alle Hyperebenen durch gleichzeitig 

durch gehen. Das heißt aber offenbar, daß in 

enthalten ist. Die Relation des EnthäUenseins von linearen Räumen 
kehrt sieh also bei der Dualitäi um. 

Auf Grund dieser Betrachtung kann man das Dualitätsprinzip nicht 
nur auf Figuren aus Punkten und Hyperebenen, sondern unmittelbar 
auf Figuren aus beliebigen linearen Räumen Sp, Sg,... und Sätze über 
solche Figuren anw^den. Die Dualität ordnet jedem Sp einen 
zu und alle Inziderizrelationeh der Sp bleiben erhalten: Wenn S, in Sp 
enthalten ist, so ist der Sp entsprechende in dem Sg entsprechen- 

den Sft^g^i enthalten. 

Zu den in § 1 erklärten Grundbegriffen der projektiven Geometrie 
treten noch eine Reihe, von abgeleiteten Begriffen, von denen die 
wichtigsten hier zusammeugestellt werden mögen. 

Die Gesamtheit der Punkte eiaer Geraden heißt auch eine (lineare) 
Punktreihe. Die Gerade ist der Träger der Punktreihe. Dual dazu 
ist die Gesamtheit der Hyperebenen in 5», die eineh enthalten. 
Man nennt diese Gesamtheit ein Hyperebenenbüschd (n — 2: Strahlen- 


§ 8 . Das Dualitätaprinzip. Weitere Begriffe. Doppelverhältnisse. 


9 


büschel, n = 3: Ebenenbüschel) und den S„_g den Träger des Büschels. 
Für das Büschel gilt, ebenso wie für die lineare Punktreihe, eine Para- 
meterdarstellung 

( 1 ) = + 

Die Gesamtheit der Punkte einer Ebene S, heißt ein ebenes Punktfdd 
mit dem Träger 5g. Dual dazu ist das Neiz oder das Bündel von H}rper- 
ebenen in 5„, die einen 5«_g, den Träger des Bündels enthalten. Die 
Parameterdarstellung eines Netzes heißt 

Die Gesamtheit aller linearen Räume durch einen Punkt y in 5„ heißt 
ein Stern mit dem Träger y. 

Sind «, V, X, y vier verSfchiedene Punkte einer Geraden und setzt man 

so nennt man die Größe 


( 3 ) 


^ y 

U V Kfh 


das Doppelverhältnis der vier Piinkte u, v, x, y. Das Doppelverhältnis 
ändert sich offenbar nicht, wenn die Koordinaten von « oder v, x oder y 
mit einem Faktor A + O multipliziert werden; es hängt also tatsächlich 
nur von den vier Punkten, nicht von ihren Koordinaten ab. 

Durch genau die gleichen Formeln (2), (3) defmiert man auch das 
Doppelverhältnis von vier H 3 nperebenen eines Büschels (z. B. von vier 
Geraden eines ebenen Strahlenbüschels). 

Aufgaben. 1. Dem Durchschnitt zweier linearer H&ume entbricht dual der 
VereinigungBraum und umgekehrt. 

2. Man beweise durch Projektion eines 5 h des 5 h + 1 aus einem Funkt des 5 h 4-1 
das folgende Übortiagnngsprlnzip: Jedem richtigen Satz über die Inzidenz von 
Punkten, Geraden, . . ., Hyperebenen eines 5 h entqnicht ein ebenso richtiger Satz 
aber die Inzidenz von Geraden, Ebenen, .... Hyperebenen eines Sternes in 5 h + i. 

3. Man beweise die Formeln 



4. Sind a, b, c, d vier Punkte in einer Ebene, von denen nicht drei in einer 
Geraden li^^, so können ihre Koordinaten so normiert werden, dafi 

+ &A +-6* + =* 0 


10 . I- Projdddve Geometrie des n-dimensionalen Raumes. 

Ist. Die „Diagonalpunkte" p, q, r des „vollständigen Viereckes" ahcd, d. h. die 
Schnittpunkte von ah mit cd, von ac mit und von ad mit hc, können dann durch 

Ph=‘»k + bk = — c* — dk 
= «* + c* = — — d* 

rk = ■¥ dk = — hk — Ck 

dargestellt werden. 

6. Mit Hilfe der Formeln imd mit den Bezeichnungen von Aufgabe 4 beweise 
irian den Saix vom vollständigon Viereck, der besagt, daß die Diagonalpunkte p 
und q harmonisch hegen zu den Schnittpunkten s und t von pq mit ah und bc, d. h. 
.daß das Doppelverhältnis 



ist. 

6. Wie lautet in der projektiven Geometrie der Ebene der duale Satz zum Satz 
vom vollständigen Viereck? 

§ 4. Mehrfach projektive Räume. Der affine Raum. 

Die Gesamtheit der Punktepaare {x, y), wo ä: ein Punkt eines S« 
und y ein Punkt eines 5« ist, ist der zweifach projektive Raum 
Ein Punkt von ist also ein Punkt^aar {x, y). Analog definiert 
man drei- und mehrfach projektive Räume. Als Dimension des Raumes 
betrachtet man die Zahl m+n. 

Der Zweck der Einführung der mehrfech projektiven Räume ist, alle 
Probleme, in denen MannigfeJ^keiten von Punktepaaren, Punktetripehi 
usw. oder Gleichungen in mehreren homogenen Variabeinreihen Vor- 
kommen, analog behandeln zu koimen wie die entsprechenden Probleme 
über Mannigfaltigkeiten von Punkten und homogene Gleichungen in 
einer Variablenreihe. 

Unter einer algebraischen ManmgfalHgkeit in einem mehrfach pro- 
jektiven Raum versteht man die Gesamtheit der Punkte {x, 

y,...) dieses Raumes, ^e einem System von Gleichungen E (z, y, . . . ) = 0 
genügen, welche homogen in jeder einzelnen Variabeinreihe sind. Die 
Lösungen einer einzigen Gleichung F(z, y, . . .) ==»0 mit den Grad- 
zahlen g,h,... bilden eine algebraische Hyperfläche in mit den 

-Gradzahlen g,h, .. .. 

Eine Hyperfläche im gewöhnlichen projektiven Riaum 5„ hat nur 
eine Gradzahl, den Gfaä oder die Ordnung der Hyperfläche. Eine H37per- 
fläche vom Grad 2, 3 oder 4 heißt auch eine quadratische, kubische 
oder biquadratische Hyperfläche. Eine Hyperfläche im 5j oder im 
•^1.1 heißt eine Kurve, eine Hyperfläche im Sg Fläche. Eine Kurve 
2. Grades im 5g heißt Kegeischniü, eine Hyperfläche 2. Grades allgemein 
eine Quadrik. 

Man kann die Punkte eines zweifach homogenen Raumes 5^, n 
eindeutig auf die Funkte einer algebraischen Mannigfaltigkeit 5|M,n 
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im gewöhnlichen projektiven Raum abbilden. Zu diesem 

Zwecke setze man 

( 1 ) Xin = Xiy^ (» = 0 , l,...,w»; Ä = 0 , 1 , ...,«) 

und fasse die (m + 1) (n + l) Elemente die nicht alle NuU sind, als 
Koordinaten eines Punktes in auf. Aus den kann man 

rückwärts eindeutig bis auf einen gemeinsamen Faktor A die x und y 
bestimmen. . Denn wenn etwa so sind Xq,,..,x^ nach (1) 

proportional zu ;roo, Zm. • • • , ^ih sind durch die ^ ^ 

Gleichungen 

(2) . ■ Xik Zji = ZiiZjk {i +/. Ä =i= i) 

verbunden. Die Mannigfaltigkdt 5„, „ wird also . durch ein S 3 ^tem 
von quadratische Gleichungen definiert. Sie' heißt 

rational, weil ihre Punkte die rationale Parameterdarstellung (1) gestatten. 

Der einfachste Fall der Abbildung (1) ist der Fall »» = 1, »=sl. Die 
Gleichungen (2) definieren dann eine quadratische Fläche im drei- 
dimensionalen Raum: 

(3) ^00*11 ~ ^01 %o» 

und jede nichtsinguläre quadratische Gleichung (Gleichung einer Quadrik 
ohne Doppelpunkt) kann durch eine projektive Transformation auf 
die Gestalt (3) gebracht werden. Wir haben also eine Abbildung der 
Punktepaare zweier Geraden auf die Punkte einer beliebigen doppel- 
punktfreien Quadrik vor uns. Diese Abbildung wird mit Vorteil benutzt, 
um die Eigenschaften der Punkte, Geraden imd Kurven auf der Quadrik 
zu studieren. 

Aufgaben. 1. Anf der Mannigtaltig^t 5»,» liegen zwei Systeme von linearen 
Räumen Sm hzw. 5« , die erhalten werden, wenn die y oder die x konstant gehalten 
werden [speziell: zwei Scharen von Geraden auf der Fläche (8)]. Je zwei Räume 
aus verschiedenen Scharen haben einen Punkt, je zwei aus der gleichen Schar 
keinen Punkt gemeinsam. 

2. Eine Gleichung f{x, y ) » 0, die homogen in Zg, x^ vom Grade l und homogen 
bl >o> y-L "vom Grade m ist,' definiert eine Kurve' Ci,tn von den Gradzahlen {l, m) 
auf der quadratischen Fläche (8). Man zeige, daß eine Gerade auf der Fläche die 
Gradzahlen (1, 0) oder (0, 1), ein ebener Schnitt der Fläche die Gradzahlen (1, 1), 
ein Schnitt mit einer quadratischen Fläche die Gradzahlen (2, 2) hat. 

8. Eine Kurve mit den Gradzahlen (A, l) auf der quadra.ti8chen Fläche (3) 
wird von einer Ebene im allgemeinen in A + i Punkten geschnitten. Man beweise 
diese Bdhauptung und präzisiere dabei den Ausdruck „im allgemeinen'' durch 
Aufzählung aller möglichen Fälle. (Man stelle die Gleichung der Kurve und die eines 
ebenen Schnittes auf und eliminiere x oder y aus diesen Gleichungen.) 

Läßt man aus dein projektiven lüimn alle Punkte der Hyperebene 
yo=0 weg, so entsteht der affine Raum An. Für die Punkte des affinen 
Raumes ist y^^O, dah^ kann man die Koordinaten mit einem solchen 
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Faktor multiplizieren, daJ3 yo = ^ wird. Die übrigen Koordinaten 
yi» • • • I Vn» die inhomogenen Koordinaten des Punktes y, sind dann ein- 
deutig bestimmt. Jedem Punkt des affinen Raumes ist also ein- 
eindeutig ein System von n Koordinaten yi, . . . , y« zugeordnet. 

Zeichnet man im affinen Raum einen Punkt (0, . . . , 0) aus, so wird 
er zum Vektorraum F*. Jedem Punkt (yi, ....y«) kann man dann 
nämHch eineindeutig den Vektor (yi, . . . , y«*) zuordnen. (Umgekehrt 
kann man jeden: Vektorraum gleichzeitig als affinen Raum auffassen.) 

Der Vektorraum und der affine Raum sind vom algebraischen Stand- 
punkt einfacher als der projektive Raum, da man ihre Punkte ein- 
eindeütig durch n Elemente yi, . ■ . . y» des Körpers K keimzeichnen 
kann. Geometrisch ist aber der projektive Raum 5» einfacher und 
interessanter. 

Für die algebraische Behandlung des projektiven Raumes ist es 
häufig zweckmäßig, ihn auf einen affinen Raum oder einen Vektorraum 
zurückzuführen. Nach dem obigen bestehen dazu zwei Möglichkeiten: 
Entweder man faßt die Pmikte des S„ als Strahlen eines Vektorraumes 
En + i auf, oder man läßt aus S„ die Hyperebene y© = 0 weg und erhält 
dadurch einen affinen Raum derselben Dimension n. Die Hyper- 
ebene yo = 0 nennt man auch die «neigentliche Hyperehene, die Punkte 
mit yo 4= 0 eigentliche Punkte des S^. Durch passende Umnumerierung 
der Koordinaten y^, yt, . . yn, kann jeder vorgegebene Punkt y zu 
einem eigentlichen Punkt gemacht werden, denn mindestens ein y,- 
ist 4*^0- 

Auch die mehrfach projektiven Räume lassen sich durch Weglassen 
der Punkte mit Xq = Q und der Punkte mit yo = 0 usw. in Räume über- 
führen, deren Punkte dneindeutig durch inhomogene Koordinaten 
Zj, . . . , x„, yi, . . . , y», . . . usw. dargestellt werden können, und die wir 
daher wieder als affine Räume erkennen. Ein zweifach projektiver 
Raum ergibt in dieser Weise einen affinen Raum Am + n- ist 
der Grund, warum wir als einen (w + «)-dimensionalen Raum 

betrachten. 

Eine homogene Gleichung in den homogenen Koordinaten x, y geht 
durch die Substitution XQ—l,y^ — \ in eine nicht notwendig homogene 
Gleichung in deri übrigen x und y über. Daher definiert man eine 
algebraische Mannigfaltigkeit bzw. eine H 3 ^erfläche im affinen Raum 
als die Gesamtheit der Lösimgen eines beliebigen Systemes von algebra- 
ischen Gleichungen bzw. einer einzigen solchen Gleichung in den in- 
homogenen Koordinaten. 

Umgekehrt kann jede inhomogene Gleichung in Zi, . . . , yi, . . . , 
y„, . . . durch Einführung von Xq, yo, • ■ • homogen gemacht werden. 
Jede algebraische Mannigfaltigkeit -im affinen Raum An oder Am+„^... 
gehört also zu mindestens einer algebraischen Mannigfaltigkeit im 
projektiven Raum S„ bzw. im mehrfach projektiven Raum 
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§ 5. Projektive Transfomiationen. 

Eine nichtsinguläre lineare Transformation des Vektorramnes 

<i) y\ = Z<iyk 

0 

führt jeden linearen Teilraum wieder in einen linearen Teilraum E« 
"über, insbesondere jeden Strahl E-^ in einen Strahl Ej. Sie induziert 
also eine eineindeutige Transformation der Funkte des projektiven 
Raumes 5^, welche durch die Formeln 

(2) Qy'i— ^<^yh (e 4= 0) 

.0 

gegeben wird. Eine solche Transformation (2) heißt eine projektive 
Transformation oder auch eine lineare KoUineation. 

Eine projektive Transformation führt Geraden in Geraden, Ebenen 
in Ebenen, in 5^ über und läßt alle Inzidenzrelationen (5^ liegt in 
Sg oder Sg enthält S^) ungeändert. Dieser Satz läßt sich nicht umkehren; 
Nipht jede eineindeutige Punkttransformation, die Geraden in Geraden 
(und daher auch Ebenen in Ebenen usw.) überführt, ist eine projektive 
Transformation. Ein Gegenbeispiel bildet die antümeare Transformation 
y*=y*» di® jeden Punkt in den konjugiert komplexen Punkt überführt. 
Die allgemeinste eineindeutige Punkttransformation, die Geraden in 
Geraden überführt, wird durch die Formeln 


eyi = l!«isy^ 

0 

gegeben, in denen S ein Automoiphismus des Grundkörpers K bedeutet. 

Eine projektive Transformation ist nach (2) durdi eine nichtsinguläre 
quadratische Matrix A = (oj) gegeben. Proportionale Matrices A und 
qA (e + O) definieren die gleiche projektive Transformation. Das Pro- 
dukt zweier projektiver Transformationen ist wieder eine projektive 
Transformation, ihre Matrix die Produktmatrix. Die inverse einer pro- 
jektiven Transformation ist wieder eine projektive Transformation, ihre 
Matrix ist die inverse Matrix A~^. Die projektiven Transformationen von 
S„ in sich bilden somit eine Gruppe, die projektive Gruppe PGL{n, K) ^). 

Die projektive Geometrie in ist die Lehre von den Eigenschaften 
der Gebilde in S„, die bei projektiven Transfonnationen invariant 
bleiben. 

Führt man für die Punkte y und y' nach § 1 aUgemeipe projektive 
Koordinaten z und z* ein durdti eine Koordinatentransformation 


( 3 ) 




PGL projektiv geaerdl linear. FQr die Eigenschaften dieser Gruppe siehe 
B. L. VAKT DER Waersen, Gruppen von linearen Transformationen. Berlin 1085. 


14 


I. Projdctive Geometrie des n-dimensional&n Raumes. 

SO werden auf Grund von (2) und (3) die .«/wieder lineare Funktionen der «/ : 
(4) 

mit der Matrix 

D = (dJ):=C-Mß. . 

Wird insbesondere für y und y' beide Male dasselbe Koordinatensystem 
gewählt, so wird C = B und 

D = B-^.AB. 

Wir beweisen nun den 

Hauptsatz über proj ektive Transformationen. Eine projektive 
Transformation T des Raumes ist eindeutig bestimmt durch Angabe 

von »+2 Punkten y, y,...,y,y und deren Bildpunkten Ty, Ty , . . ., 

^y> vorausgesetzt, daß nicht n + 1 von den Punkten y. oder von 
ihren BüdpunMen in einer. Hyperebene liegen. 

Beweis. Wir wählen die Punkte y, . • y als Grundpunkte p-inftfl 
neuen Koordinat^ 5 ?stems für die Punkte y des S„ und ebenso die 
Punlrte Ty, . . Ty als Grundpunkte eines KoordinateTisyst ems für die 
Bildpunkte T y. Die Matrix D der Transformation T wird dann not- 
wendig eine Diagonahnatrix 



Die Bedingung, daß die Transformation T den gegebenen Punkt y mit 

den Koordinaten «* in den gegebenen Punkt Ty mit den Koordinaten z' 
überführen soll, heißt nun nach (4) 

(6) Qz'i = diZi (j = 0, 1 n). 

Da die z sowohl wie die z' von Null verschieden sind, so sind durch (6) 
die dj bis auf einen gemeinsamen Faktor q eindeutig festgelegt. Da 
es aber auf einen Faktor q in (4) nicht ankommt, ist die Transformation T 
eindeutig bestimmt. 

Aus dem Bev^ folgt noch der folgende Zusatz: Zwei projektive 
Transformationen sind nur dann identisch, wenn ihre Matrices (aj) 
und. ('of) sich nur, um einen Zahlenfaktor X unterscheiden: 'aJsssAaJ. 

Die Definition der projektiven Transformation imd die eben durch- 
geführten Beweise bleiben dieselben, wenn es sich nicht um eine pro- 
jektive Transfoimation eines in sich, sondern um eine projektive 
Transfonnation eines Raumes S» in einen anderen handelt. Ins- 
besondere wollen wir hier projektive Transformationen von S„ in Si, 
betrachten, bei denen beide Räume in einem gemeinsamen Oberraum Sf^ 
enthalten sind. Wo in unseren Definitionen von Koordinaten y* die Rede 
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ist, hat man sich unter diesen Koordinaten jetzt Parameter yo,...,ym 
vorzustellen. Die Formel für eine projektive Transformation heißt also 
in unserem Falle 

' k 

ey< = 2“fyA- 

Es güt nun der 

Proj ektionssatz. S„ und S'„ seien zwei Teilräume gleicher Dimension 
von Sn. Ein dritter Teüraum habe weder mit noch mit 5^ 

Punkte gemeinsam. Werden die Punkte y von S« auf projiziert, indem 
sie mit jeweils durch einen S^-m verbunden werden und dieser 

immer mit 5^ geschnitten wird, so ist diese Projektion eine projektive 
Transformation. 

Beweis. Sn-m-i liabe die Gleichungen 

(6) [uz) = 0, [uz] = 0, . . . , (Sz) =0. 

Alle Punkte eines Verbindungsraumes Sn-m sind Linearkombinationen 

von y und n — m Punkten z,z, . . .,^ z”* von welche (6) 

gilt. Das gilt insbesondere für den Schnittpunkt y' von S„_„ mit 5^. 
Es ist also 

(7) = + + )rK—m^k • 

Da A =4=0 ist, kann man A=sl wählen. Aus (6) und (7) folgt nun 

(»/)=(«y)‘=A 

(«1 («y') = (iy) = A 


\{Zy) = (Zy)=ß.. 

Vermöge der Parameterdarstellung von sind die und damit auch 
die ßi Linearkombinationen der Parameter yo»* **iy»» Punktes y: 

(9) A=2'«‘y*- 

Ebenso sind die und damit auch die ßi Linearkombinationen der 
Parameter yo» • • • . y^ des Punktes y' : 

(10) A = i:4yi. 

Die linearen Transfoimationen (9) imd (10) sind umkehrbar, denn die 
Linearfonnen rechter Hand nehmen niemals gleichzeitig den Wert Null 
an, weü S*, imd keinen Punkt noit gemeinsam haben. Also 

sind die y^ lineare Fimktionen der ßi und <he ßi lineare Funktionen der 
yi, mithin die y* lineare Funktionen der yi (und umgekehrt), womit 
der Projektion^atz bewiesen ist. 

Eine nach dem Projektionssatz konstruierte projektive Transformation 
von S„ in 5^ heißt eine Perspektivität. 

Aus dem Projektionssatz und. dem Hauptsatz folgen die wichtigsten 
Sätze der projektiven Geometrie, z. B. der Satz von Desargues und 
der Satz .von Pafpos (vgl. die nachstehenden An^ben). 
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Aufgaben. 1. Eine projektive ‘Xransfonnation einer Geraden in sich, die drei 
verschi^ene Funkte, fest läßt, ist die Identität. 

2. Eine projektive Beziehung zwischen zwei sich schneidenden Geraden, die 
den SchnitipunJct in sich überfQlut, ist eine Perspektivität. 

3. Satz von Dbsargtjbs. Wenn die sechs verschiedenen Punkte 

im Raume oder in der Ebene so liegen, daß die Geraden A^B^, A^B, ver- 
' schieden sind und durch einen Punkt P g^en, so schneiden sich AgA^ und BgBg, 

AgAx und BgBx, AiAg und B^Bg in drei Punkten Ci, Cg, Cg, die auf einer Geraden 
I liegen. 

(Man projiziere die Punktrdhe JPAgBg aus auf PAgBg, dann aus Cg auf 
PAxBx und schließlich aus Cg auf PAgBg zurück und wende Aufgabe 1 an.) 

4. Satz von Papfos. W«m von sechs verschiedenen Punkten yfj AgAgAgAgAg 

; einer Ebene die Punkte mit geraden und mit ungeraden Nummern je auf zwei 

' verschiedenen Geraden li^en, so liegen die drei Schnittpunkte P von A^Ag und 

i AgAg, Q von AgAg und AgAg, B von AgAg und AgAj auf einer Geraden. 

I (Man projiziere die Punfctreihe AgAg a-naAi auf AgAg, dann von Ag auf AgAg, 

I schließlich aus R auf AgAg zurück und wende Aufgabe 1 an.) 

I 6. Eine projektive Begehung zwischen zwei windschiefen Geraden g, A im 

Raum Sg ist stets eine Perspektivität. (Man verbinde drei Punkte A^, Ag, Ag von g 
mit ihren Bildpunkten B^, Bg, Bg auf h und lege durch einen dritten Punkt von A^ Bg 
eine Gerade s, die AgBg und AgB, schneidet. Von s aus projiziere man g auf h.) 
i 6. Auf Grund des Projektionasatzes gebe mn-Ti eine Konstruktion für eine 

j projektive Transformation, ^e drei gegebene Punkte einer Geraden in drei gegebene 

! Punkte einer anderen Geraden überführt. 

i 7. Die nach dem Hauptsatz emdeuilg bestimmte projektive Transformation, 

die fünf gegebene Punkte .d, B, C,D,E im Raum Sg in fünf ebensolche Punkte 
I überführt, ist geometrisch zu konstruieren. (Man projiziere den Raum aus A B 

I auf CD und wende auf die erhaltene Punktreihe Aufgabe 6 an. Ebenso projiziere 

' man aus A C auf BD usw.) 

I 

j § 6. Ausgeartete Projektivitäten. 

i Klassifikation der projektiven Transformationen, 

j Neben den eineindeutigen projektiven Transformationen ist es ge- 

j legentlich nützlich, auch ausgeartete projektive Transformationen zu 

i betrachten. Diese werden durch dieselben Formeln (2) (§ 6) definiert, wo- 

! bei die Matrix A = (a*) aber einen Rang r^n hat. Die Punkte y mögen 

dabei einem Raum 5», die Büdpunkte y' einem Raum S„ angehören. 
Für gewisse Punkte y werden alle Koordinaten y* gleich Null; diese 
I Punkte y, die einen .S„_, bilden, haben also keinen bestimmten Bild- 

j punkt y'. Alle Bildpunkte y' sind nach (2) (§6) Linearkombinationen von 

j n Punkten a* mit Koordinaten a*, unter denen r linear unabhängige 

i Vorkommen. Die Bildpunkte y' erfüllen somit einen Raum S^_i im 

I S^. Also: 

j Eine ausgeartete jnrojeMive’ Transfofmation vom Range r bildet 

1 den Raum Sn mit. Ausiuüme eines Teürdumes Sn-r, ßr dessen Punkte 

die Transformation unbestimmt wird, auf einon Bildraum Sf_i ab. 

; Ein Beispiel eurer ausgearte'ten projektiven Transformation vom 

Range r erhält man, ind^ man alle Punkte von aus einem Sn-r 
i des 5« auf einen 5,,_ i, der S«_, nicht trifft, projiziert. Die Projektion ist 

I . ■ 

t ■ . . 
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für die Punkte des unbestimmt. Für die übrigen Punkte y und 
ihre Projektionen y' gelten, wie in § 6, Formeln der Gestalt (8) und (10) 
mit tn=r — 1, wobei man (10) wieder nach yi auflösen kann. Die Para- 
meter yj, von y hängen also linear von ßQ,...,ß„ und diese nach (8) 
wieder linear von yoi • ■ y» ab. Somit ist in der Tat 

( 1 ) 

wobei die Matrix (aj) den Rang r=in+l hat. 

Man ka.-nn die Formeln nodb. etwas vereinüichen, indem man die 
ßi statt der y^ als Koordinaten in 5^ betrachtet. Das ist erlaubt, weü 
die ßi nach (10),’ § 6, durch eine umkehrbare lineare Transformation 
mit den y* verbunden sind. Die Formel für die Projektion lautet dann 
einfach 

ßt= («y) 

Darin sind nun die u ganz beliebige H 3 rperebenen, die nur der Bedingung 
unterworfen sind, einen zu bestimmen; d. h. ist eine 

beliebige Matrix (mit #»-1-1 Reihen und «-fl Spalten) vom Range 
#»-|-l. Daraus folgt also: Jede ausgeartete projektive Transformation 
vom Range r^m+l bedeutet Projektion des Raumes aus einem Teil- 
raum auf einen zu diesem fremden Teilraum S« des 5*. 

Eine projektive Transformation T von S„ in ach mit der Matrix A 
hat in bezug auf ein anderes Koordinatensystem, wie wir sahen, die 
Matrix D — Durch passende Wahl von B kann man diese 

Mhtrix nun bekanntlich^) auf die „ JORDANsche Normalform" bringen, 
die aus diagonal aneinandergerahten Kästchen der Gestalt 

A 1 0---0 
0 A r*. : 

(2) -.0 

: •. •. 1 
Ö- > -o'a 

besteht, in denen in der Hauptdiagonale eine „charakteristische Wurzel" A 
steht, während in der schrägen Reihe über der Hauptdiagonale eine 
beliebige von Null verschiedene Zahl 'steht, die gleich 1 gewählt werden 
kann. Hat das Kästchen (2) den Grad (= Reihenzahl) 1, so fehlen die 
Einsen über der Hauptdiagonale, und das Kästchen besteht nur aus 
dem Element A. Die JOKDANsche Normalfoim wird nach Segre durch 
ein Schema von ganzen Zahlen charakterisiert, welche die Grade 
(= Reihenzahlen) der Kästchen angeben. Kommen mehrere Kästchen 

1) Siehe etwa B, L. van dbr Wasrdbn: Moderne Algebra II, § 1Q9. Für eine 
rein geometiiache Herleitung s. St. Cobk-Vossen: Math. Ann. Bd. 115 (1987) 
S. 80—86. 


van dar Waetdan, Geometrla. 


2 
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mit der gleichen Wurzel A vor, so werden ihre Grade in eine runde 
Klammer eingeschlossen. Das ganze SEGREsche Symbol wird schließlich 
in eine ecloge Klammer dngeschlossen. So gibt es z. B. im Fall der 
Ebene (n=2) die tolgenden möglichen Nonualformen 


a 0 0\ 

0 A, 0 , 

\o 0 V 


AO 0\ 

1 0 Aa 0 , 

\0 0 x,! 


/Al 0 0\ 

b A. 0 , 

\0 0 V 




Ihre SEGBEschen Symbole lauten [111], [(11)1], [(Hl)]» [21]» [(21)]» [3]. 

Läßt man unter den Wurzeln A auch den Wert 0 zu, so umfaßt die 
obige KLassLfikation auch die ausgearteten projektiven Transforma- 
tionen. Wir beschränken' uns jedo(± bei der folg^den Diskussion auf 
eineindeutige Tr^fommtionen. 

Die JosDANSche Nonnalform hängt sehr eng mit der Frage nach den 
gegenüber T invarianten Punkten, Geraden usw. zusammen. Zu jedem 
Kflstchen (2) mit e Zeilm gehören nämlich im Vdctorraum die folg^den 
Basisvektoren: 


Ein „Eigenvektor" mit 

ein Vektor Vg mit -4 w* = Awg -)- Vj 


usw. bis V, mit Avg = Aü# -f- v«_i . 

Der Strahl (wj ist somit invariant bei der Transformation T, ebenso 
die Räume (»i» » 2 )» (i'i. ®»» ^s) ^sw. Im projektiven Raum ergeben sich 
also ein invarianter Punkt, eine invariante Gerade durch diesen Punkt, 
eine invariante Ebene durch diese Gerade usw. bis zu emem invarianten 
Raum S,_i. Linearkombinationen von Eigenvektoren zum gleichen 
Eigenwert A sind wieder Eigenvektoren. Nehmen wir also an, daß es 
zu einem Eigenwert A etwa g Kästchen A^ gibt, so gibt es auch g linear 
unabhängige Eigenvektoren zum Eigenwert A, die einen Teilraum Eg 
aufspannen. DijS Strahlen von Eg sind einzeln bei der Transfonnation T 
invariant und bilden zusammen einen punktweise invarianten linearen 
Raum in Dasselbe wiederholt sich für jede charakteristische 
Wurzel A. Andere invariante Punkte besitzt die Transformation nicht, 
da die Matrix A keine anderen Eigenvektoren hat. 

■ Verschiedene Spezialfölle sind von Interesse: 

1. Der „allgemeine Fall" [111 ... 1], in dem D eine Diagonalmatrix 
mit lauter verschiedenen Wurzdbn Aj, . . . , A» in der Diagonalen ist. Die 
invarianten Punkte sind die Ecken des Grundsimplex des neuen Koordi- 
natens 3 ^ems, die invarianten linearen Räume die Seiten dieses Simplex. 

2. Die „zentrsden Kollineationen", die dadurch charakterisiert sind, 
daß sie alle Punkte . ein^ Hyperebene in sich transfoimieren. Ihre 
SEGREschen Syinbole smd [(Hl ... 1)1] oder [(211 . . . 1)]. . Es gibt 
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außer den Punkten der invarianten Hyperebene noch einen invarianten 
Punkt, das „Zentrum“, mit der Eigenschaft, daß alle linearen Räume 
durch das Zentrum invariant sind. Das Zentrum liegt im Fall [(11 ... 1) 1] 
nicht, im anderen Fall wohl in der invarianten Hyperebene. 

3. Die projektiven Transformationen mit der Periode 2 oder „Involu- 
tionen“, deren Quadrat die Identität ist. Da die charakteristischen 
Wurzeln der Matrix die Quadrate der charakteristischen Wurzeln 
von A sind und da andererseits A*=iJiE ist, so kann A nur zwei charak- 
teristische 1 Wurzeln 1 = ± •)//£ haben. Da man A , mit einem Faktor 
multiplizieren darf, so kann = 1 angenommen werden. Quadriert man 
nun die Kästchen (2), so ergibt sidi, daß nur einreihige Kästchen Vor- 
kommen. D ist also eine Diagonalmatrix mit Elementen + 1 und — 1. 
Es gibt zwei Räume Sf imd deren Funkte einzeln invariant 

bleiben. Die Verbindungslinie dnes nicht invarianten Punktes y mit 
seinem Büdpunkt y' trifft Sf imd S^-r-i in zwei Punkten, zu denen y 
und y' harmonisch Hegen. Dabei ist angenommen worden, daß die 
Charakteristik des Grundkörpers nicht gleich 2 ist. 

Aufgaben. 1. Man gebe für alle Typen von projdktiven Transformationen der 
Ebene in sich, alle invarianten Punkte und Geraden an. 

2. Eine zentrale KoUineation ist vollst&ndig gegeben durch Angabe der in- 
varianten Hyperebene 5» — i und von zwd Punkten x und y samt ihren Bildpnnkten x' 
und y', wob^ xy und x'y' sich auf Sn—x schneiden müssen. Man gebe eine projektiv- 
geometrische Konstruktion der KoUineation aus diesen Daten an. 

8. Die VerbindungBlinie eines nidit invarianten Punktes y mit seinem Bild- 
punkt y' in einer zentralen KoUineation gdxt immer durch das Zentrum. 

4. Eine Involution in der Geraden besitzt immer zwei verschiedene Fbcpunkte 
und besteht aus den Punktq)aaren {y, y'), die zu diesen Fixpunkten harmonisch 
liegen. 

§ 7. PLÜCKERsche Sm" Koordinaten. 

Ein S„ in sei durch Punkte gegeben. Als Beispiel nehmen 
wir #n=2 und nennen die «-|-I Punkte x, y, z. Wir bilden nun 


nihi = Z±Xiyhüi = 


Xi z* Xi 
Vi Vk yi . 
Zi Zk Zi 


Die Größen sind nicht alle == 0, da sonst die Punkte x, y, z Hnear 
abhängig wären. Bei Vertauschimg von irgend zwei Indices wechselt 
mjti das Vorzeichen. Sind zwei Indices gleich, so wirdzr{Az~0. Es gibt 
somit soviel wesenüich verschiedene, nicht notwendig verschwendende 
^iki> wie es Kombinationen von 3 aus it-fl Indices gibt. Bei beUe- 

bigem m ist die Anzahl der + 

Wir zeigen nim, daß die ycmi bis auf einen ProportionaHtätsfaktor 
allein von der Ebene S,, nicht von den darin gewählten Punkten x, y, z 
abhängen. Sind nämlich z', y', z' drei andere BestimmungspunWe, 

2 * 
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SO ist, da x' , y\z' dem durdi x, y, z bestimmten linearen Raum angehören, 
Xh = ^*0^11 + Vk «1* + «18 

y*k = ^*«81 + y* «aa + ^k «aa 

4 =«*«81 + yAOs* + ZxOtii 

und daher nach dem Multiplikationssatz für Determinanten 


oder 



Xk Xi 


Xi Z* Xi 


*11 *ia *13 

y'i 

y'h y! 

= 

yi yk yi 


*11 *aa *88 

S'i 

s'k zi 


Zi Zk Zi 


*81 *88 *88 


^hl = ^kl<Z. 


Wir zeigen zweitens, daß durch die Größen * j die Ebene Sj bestimmt 
ist. Zu diesem Zwecke stellen wir die notwendigen imd hinreichenden 
Bedingungen dafür auf, daß ein Punkt co der Ebene 58 angehört. Sie 
bestehen darin, daß alle vierreihigen Unterdeterminanten der Matrix 


COqCOi. 

..COn 

Xq Xi . 

..*n 

yoyi- 

■ •y» 

,^0 Xi. 

..z^ 


verschwinden. Entwickdt man eine solche Unterdeterminante nach 
der ersten Zeile, so erhält man die Bedingung 

( 1 ) cOiTtjki — oijStiki + (Okniji — (OifCijk = 0 . 

Wir können die Bedingungen (1) als die Gleichungen der Ebene 5, in 
Punktkoordinaten cof auffassen. Durch seine Gleichungen ist aber ein 
linearer Raum eindeutig bestimmt. 

Genau dieselben Überlegungen gdten für beliebiges f»(0 <»»<»). 
Da die . . . ; den Raum 5^ eindeutig bestimmen, so können wir sie 
als Koordinaten des S„ auffassen. Sie heißen PlückerscA« S^n-Koordi- 
naten. Es sind homogene Koordinaten, da sie nur bis auf einen Faktor 
X bestimmt sind imd nicht alle gleich NuU sein können. 

Halten wir in Ttgjti alle Indices bis auf den letzten fest, lassen aber l 
alle Werte -durchlaufen, so kann man diese als Koordinaten eines 
Punktes auffassen. Dieser Punkt gehört dem Raum Sj an, denn es ist 


ygyk 

Sg Zg 
Xl+ ‘ 

y/ + 

XgX^ 

h Zk 

XgXn 

y« yh 


Der Vektor yr,* ist also eine linearkombination der Vektoren x, y und z. 
Außerdem ist ütg],g—0 und ngkk-^- Der Punkt yr^* gehört also dem 
Raum _ 2 mit den Gleichungen tu, = co* = 0 an. 5„ _ 8 ist eine Seite des 
Koordinatengrundsimplex. Der Punkt TZgk ist somit Schnittpunkt des 
Raumes 5g mit der SHte des Koordinatensimplex. 
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Das alles gilt natürlich nur dann, wenn nicht alle ngjti (g und h fest, 
/ = 0, 1, . . gleich Null sind. Ist das. doch der Fall, so kann man 
zeigen, daß Sg und S„_g mindestens einen Sj gemeinsam haben, und 
umgekehrt. Wir gehen darauf nicht näher ein. 

Es bestehen Relationen zwischen den nm. Wir erhalten sie, indem 
wir zum Ausdruck bringen, daß die Punkte jedenfalls dem Raum Sg 
angehören, also die Gleichungen (1) erfüllen müssen; das ergibt 

( 2 ) — 

Nun seien jt, *; irgendwelche Größen, die nicht alle. Null sind, bei 
Vertauschung von zwei Indices das Vorzeichen wechseln und die Rela- 
tionen (2) erfüllen. Wir woUen beweisen, daß dann die Wf*/ die Plücker- 
schen Koordinaten einer Ebene sind. 

Zum Beweis setzen wir etwa ?roia=HO voraus. Durch 


Xi — ZCjgi 


yi = —7tQti 


z,- = 3roii 

sind drei Punkte definiert, welche eine Ebene mit den PLÜCKERschen 
Koordinaten 

Xi X„ Xi 

y* y/ 

»i Xk Zi 

aufspannen. (Wir werden gleich sehen, daß ^ 012 + 0* mithin die drei 
Punkte linear unabhängig sind.) Für diese Ebene nun gelten ebenfalls 
die Relationen (2): 

(3) PgkiPfltl — Pgki'PilH-}- PgkkPai — PghlPiik = 0. 

Wir berechnen nun j&oif- 


/>oi< = ^12 


Xq Xi Xi 

= 71012 

Ttijo 

0 

^2< 

yo yi Vi 

0 

— 7*021 

— Ttoai 

ZO Zf 


0 

0 

7*0 li 


““jiJn 

Ebenso findet man 


TtQii. 


i>o%i — — 

Wir sehen also, daß alle pgm, bei denen 2 Indices g und h die Werte 0, 
1 oder 2 haben, mit den entsprechenden szg^i Übereinstimmen. Ins- 
besondere ist ^012 = 0. Wir wollen nun beweisen, daß allgemein 

W i>gki = ^gki 

gilt. Aus (2) und (3) folgt 

(ß) ^gkt ~ ^oiai^gko^tik "I" » 

(Ö) Pgki ** Pöia iPgkoPiit—pgkiPiot + PgkiZ^o^’ 
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Wenn nun einer der Indices g oder A gleich 0, 1 oder 2 ist, so stinunen 
die rechten Seiten von (6) und (6) überein. Also ist Pgu=neki> sobald 
einer der Indices g, h den Wert 0, 1 oder 2 hat. Nunmehr folgt auch 
dann, wenn keiner der Indices g, h, i den Wert 0, 1 oder 2 hat, die Über- 
einstimmung der rechten Seiten von (5) und (6). Also gilt (4) allgemein. 

Wir fassen zusammen: Notwendig und hinreichend dafür, daß die 
Größen TCi^i die PLüCKERscAd» Koordinaten einer Ebene in 5,, darstellen, 
ist, daß sie nicht sämtlich verschwinden, bei Vertauschung von irgend zwei 
Indices das Vorzeichen wechsdn und die Relationen (2) erfüllen. Ist etwa 
7^0114=0, so sind alle TCmi rational durch j, tToi j ausdrückbar. 

Alle bisherigen Betradbtungen gelten ohne wesentliche Änderungen 
auch für die PLüCKERschen Koordinaten der in S„. Die Relationen (3) 
heißen im allgemeinen Fall so: 

im Fall einer Geraden (w — 1) so: 

( 8 ) = 

Für weitere Einzelheiten über S«-Koordinaten, insbesondere für die 
Einführung der dualen S^-Koordinateii mit n—tn Indices und 

ihre Reduktion auf die titiku verweise ich den Leser auf das Lehrbuch 
von R. Weixzenböck^). 

Faßt man die ^ ^ 1 ^ Größen ...» als Koordinaten eines Punktes 
in einem Raum S^, 



auf, so definieren die quadratischen Relationen (7) eine algebraische 
Mannigfaltigkeit M in diesem Raum. Jedem Punkt dieser Mannigfaltig- 
keit M entspricht umkehrbar eindeutig ein Teilraum S„ in S„. 

Der einfachste intere^ante Fall dieser Abbildung ist der Fall der 
Geraden im Raum 5,. In diesem Fall gibt es nur eine Relation (7), 
nämlich 

(9) + + = 

Sie definiert eine H 3 q>erfläcbe 2. Grades M in Sg, Die Geraden des 
Raumes 5, lassen sich also eineindeutig auf die Punkte einer quadrati- 
schen Hyperfläche m Sg abbilden. 

Einem Geradenbüschel entspricht in dieser Abbildung eine auf M 
liegende Gerade. Denn ist x das Zentrum des Büschels und y = Aj y' -f- 

*) WsiTZBNBÖcK, R,: Invariantentheoxio, S. 117 — lÄO. Groningen 1923. 
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die Paxameterdarstellung einer nicht durch x gehenden Geraden in der 
Ebene des Büschels, so erhält man die PLÜCKSsschen Koordinaten aller 
Geraden des Büschels in der Form 

^ki = y'i -\-Kyk) 

= Al yl — Xi y't,) + Xt {Xü — Xi yj,') 

Umgekehrt: Wenn eine Gerade «*1=^131*/+^, jriVganz auf M liegt, 
also die ?r*; identisch in Ai, A, die Bedingung ( 9 ) erfüllen, so folgt daraus 
ohne weiteres 



oder in Determinantenform, wenn 

^ki = XMyl^xlyi und Uki^Xj! y” —x\’ y',! 

gesetzt wird, 

Xq x[ Xi Xs 

yo yi yi ya 

Uff* »r" 

*0 *1 *a *8 

Al" Al" Al" Al" 

yo yi y* ys 

Die Punkte x', y\ x”, y" Hegen also in einer Ebene, die beiden Geraden w- 
und n" schneiden sich und bestimmen somit ein Büschel. Einer auf M 
Hegenden Geraden entspricht also stets ein Geradenbüschel. 

Eine Ebene ün Raum wird erhaltoi, indem ein fester Punkt P 
nüt allen Punkten emer Geraden' RS durch Geraden verbunden wird. 
Soll die Ebene ganz auf M Hegen, so müssen mindestens die Geraden PP; 
P 5 und RS ganz auf M Hegen. Den Punkten P, P, S müssen also drei 
sich gegenseitig schneidende Geraden n,Q, am S^ entsprechen, die nicht 
einem Büschel angehören. Drei solche Geraden Hegen aber entweder 
m emer Ebene oder sie gehen durch einen Punkt. Verbindet man mm 
die Gerade n mit allen Geraden des Büschels q a durch je ein Büschel, 
so ist die Gesamtheit der so erhaltenen Geraden entweder ein Geradenr 
feld 9der ein Geradenstem. Umgekehrt läßt sich jedes Geradenfeld 
imd jeder Geradenstem so erhalten. Also gibt es genau zwei Arten von 
auf M liegenden Ebenen: die eine Art entspricht den Geradenfeldem und die 
andere den Geradenstemen von S^. Weiter gUt nach Felix Klein der 
Satz: Jeder projektiven Transformation des Raumes Sa in sich entspricht 
eine projektive Transformation des Raumes. S^, welche die Hyperfläche M 
invariant läßi:, und in dieser Weise erhält man auch alle projektiven 
Transformationen von M in sich, welche die beiden Scharen von Ebenen 
nicht vertauschen^). 

Für den Beweis s. B. L. van der Wabrdbn : Gruppen von linearen Tranaf- 
fonnationen. Ergehn. Math. Bd. IV 2 (1936), § 7. ' 
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Aufgaben. 1. Der Verbindungsraum eines mit eiuem außerhalb gelegenen 

Punkt 0 ) hat die PLücKERSchen Koordinaten 

— ..I + f- (- l)*“ + ^t«)zwi/A.. .. 

2. Der Durchschnitt eines Sm mit einer ihn nicht enthaltenden Hyperebene u 
hat die PLücKSRschen Koordinaten 

ah...t = ?«*.../• 

3. Die Bedingungen dafür, daß zwei Geraden n, q des Raumes Sn sich schneiden 
oder zusammenfallen, lauten 

ngiQki — ngkQii-¥ ngiQik nkiQii — nilQgh + nikQgi = 0 . 

4. Einer Regelschar in (bestehend aus allen Geraden, welche drei windschiefe 
Geraden schneiden) entspricht ein Kegelschnitt auf M, n&mlich der Schnitt von M 
mit einer Ebene 5, des Raumes 5g. 

§ 8. Korrdationen, Nullsjrsteme und lineare Komplexe. 

Eine (projektive) Korrdaüon ist eine Zuordnung, welche jedem Punkte 
y von Sn eine Hyperebene v von 5^ zuordnet, deren Koordinaten durch 

(1) Qv* = ^ a** yn 

k 

gegeben sind, wobei die a** eine nicht singuläre Matrix bilden sollen. 
Die Zuordnung ist folglich eineindeutig; ihre Umkehrung wird durch 

( 2 ) (yyk = ZßhiV^ 

gegeben, wobei (/?*;) die inverse Matrix zu (a**) ist. DurchläuJEt der 
Punkt y eine Hyperebene u, ist also = so folgt aus (2) 

d. h. die Hyperebene v durchläuft den Stern mit dem Mittelpunkt 

( 3 ) . Xi = Zßkl^^- 

Durchläuft umgekehrt die Hyperebene v einen Stern mit dem Mittd- 
punkt X, ist also ^v*Xi=Q, so folgt aus (1) 

( 4 ) ' ES^^^Xiy^ = 0, 

und daher durchläuft dann der Punkt y eine HjTperebene w mit den 
Koordinaten * 

( 6 ) = 

Das Produkt zwder Korrelationen ist offenbar eine projektive 
KoUmeation. Das Produkt einer KoUmeation und einer Korrdation 
ist eine Korrdation. Die projektiven KoUineationen und Korrdationen 
bilden also zusammen eine Gruppe. 

Die Fonnein (3), (6) definieren eine zweite eineindeutige Trans- 
formation, wdche Hyperebenen u in Punkte x überführt und wdche 
mit der msprünglichen Transformation (1), (2) durch die folgende 
Eigenschaft verbunden ist: Lie^ y in u, so geht v durch x, und umgekehrt. 
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Wir fassen die zusammengehörigen Transformationen y-^v und 
M ► X zusammen als eine Zuordnung auf, welche wir eine vollständige 
KorreUdion oder auch eine Ducditäi nennen. Eine vollständige Korrelation 
ordnet demnach eineindeutig jedem Punkte y von S„ eine Hyj>erebene v, 
jeder Hyperebene u einen Punkt x su, so daß die Iimdenxrelation zwischen 
Punkt und Hyperebene dabei erhalten bleibt. 

Wie in §3, wo wir eine speäelle Korrelation v*—yi betrachteten, 
beweist man, daß eine Korrelation jedem Teüraum S„ von einen 
Teilraum Sn-m-i zuordnet und daß die Relation des Enthaltenseins 
sich dabei umkehrt. 

Eine Korrelation ist, ebenso wie eine projektive Transformation, ein- 
deutig bestimmt, sobald die Bilder von «4-2 gegebenen Punkten, von 
denen nie « 4- 1 in einer H57perebene liegen, bekannt sind. Der Beweis 
ist derselbe wie der des Hauptsatzes in §ö. Die Konstruktion einer 
Korrelation aus diesen Daten kann so geschehen, wie es für projektive 
Transformationen bei Aufgabe 7 (§ 5) angedeutet wurde. 

Zwei Korrelationen sind, ebenso wie zwei projdrtive Transformationen, 
dann und nur dann identisch, wenn ihre Matrices sich nur um einen 
Zahlenfaktor A unterscheiden: 

Wir suchen nun insbesondere die involutorischen Korrelationen zu 
bestimmen, d. h. diejenigen, weldie mit ihrer inversen Korrelation 
identisch sind. Da die inverse Korrelation zu (1) durch die Formel (6) 
gegeben wird, so ist für eine involutorische Korrelation notwendig imd 
hinreichend, daß 

(6) a** = Aa** (A + O) 

ist. Aus (6) folgt unmittelbar 

a** = Aa** = A*a**, 

also, da mindestens ein a**4“0 ist, 

A* = l. 

Es gibt also, zwei Fälle: den Fall A=l, in welchem die Matrix (a**) 
symmetrisch ist: 

a** = a**, 

und den Fall A=— 1, in welchen die Matrix anUsymmetrisch ist: 

(7) = — a^*. 

Im ersten (symmetrischen) Fall heißt die Korrelation ein Polarsystem 
oder eine Polarität. Die symmetrische Matrix (a**) definiert in diesem 
Fall eine quadratische Form 

i:i: 

und die durch (1) gegebene H 5 q)erebene ist die Polare des Punktes y 
in bezug auf diese Form. 
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Im aiitis 3 mmietrischen Fall dagegen heißt die Korrelation ein NuU- 
System oder eine NuttkorrdaHon. Eine nichtsinguläre antis 3 nnmetrisGhe 
Ma,trix (a^*) ist bekanntlich nur dann möglich, wenn die Reihenzahl 
« + 1 der Matrix gerade, also die Dime3[ision n ungerade ist. Aus (7) 
folgt insbesondere a**=0, weiter folgt 

Ql!v*yi = 2^<x**yiyi = 0. 

also geht die Hyperebene v, die NuUhyperebene von y, durch den Punkt y, 
den NuUpunkt von v. 

Diese letztere Eigenschaft ist auch charakteristisch für die NuU- 
korrelation. Denn wenn eine Korrelation jedem Punkte y eine durch y 
gehende Hyperebene zuordnet, so gilt das insbesondere für den Punkt 
(1, 0, .... 0), woraus a“® = 0 folgt. Ebenso wird et** = 0 für jedes i gezeigt. 
Macht man nun dasselbe für den Punkt (1, 1, 0, .... 0), so folgt 

a®^-f-a^® = 0, also a®^=s — 
und ebenso wieder = 

Zu den bisher betrachteten nichtsmgulären Nullkorrelationen nehmen 
wir mm auch die ausgeairtet^ hinzu, bei denen die antisymmetiische 
Matrix (a^*) singulär ist und dementsprechend die Nullhyperebene eines 
Punktes auch einmal unbestimmt werden kann. Zwei Punkte x, y heißen 
honji^ert für ein Nullsystem oder Polarsystem, wenn der eine in der NuU- 
(Polax-)hyperebene des anderen liegt. Dafür ist die Gleichung (4) maß- 
gebend, welche bei Vertausdiung von x und y ihre Bedeutung nicht 
ändert. Die Konjugiertheitsrelation ist also symmetrisch in den beiden 
Punkten x und y: Wenn x in der Nullhyperebene von y liegt, so y 
in der Nullhyperebene von x. 

Wir betrachten nun die Gesamtheit aller Geraden g, die durch einen 
Punkt y gehen und in der (bzw. einer) Nullh 5 T)erebene dieses Punktes 
liegen. Ist x ein zweiter PunJkt einer solchen (^aden, so güt (4), wofür 
man wegen (7) auch schreiben kann 

(8) ^ a<* {Xi y* — i«* y<) = 0 . 

*' < Ä 

Die eingeklammerten Größen sind, die PtüCKBSschen Koordinaten Ttik 
der Geraden g; (8) ist also gleichbedeutend mit 

( 9 ) = 

i<h 

In dieser Form sieht man, daß die Eigenschaft der Geraden g ganz 
unabhängig ist von . der Wahl , des Punktes y auf der Geraden. Die 
Gesamtheit aller Geraden g, deren PLüCKERsche Koordinaten einer 
linearen Gleichung (9) genügen, nennt man einen linearen Geraden- 
komplex. 

Geht man umgekehrt von einem linearen Geradenkomplex (9) aus, 
so liegen alle Komplexgeraden durch einen Punkt y in einer Hyper- 
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ebene, derra. Gleichung durch (8) gegeben wird, sofern (8) nicht identisch 
in X erfüllt ist. Schreibt man (8) in der Form (4) mit a**=— a**, so er- 
hält man für die Koordinaten t;* der Ebaie die Gleichung (1) zurück. Also : 

Zu jedem linearen Geradenkomplex (9) gehört ein (eventuell ausgeartetes) 
NuUsystem (1) und umgekehrt, derart, daß die Komplexgeraden durch 
einen Punkt y gerade die NuUhyßerehene von y erfüllen. Ist die NuU- 
hyj)erebene von y unkestimmt, so sind alle Geraden durch y Komplex- 
strahlen und umgekehrt. 

Die projektive Klassifikation der Nulls 5 rsteme und damit auch der 
linearen Komplexe ist eine sehr einfache Angelegenheit. Ist Pq ein 
Punkt, dessen Nullhyperebene nicht unbestimmt ist und P^ ein Punkt, 
der nicht zu Pq konjugiert ist, d. h. nicht in der Nullhyperebene von Pq 
liegt, so ist die Nullhyperebene von Pj ebenfalls nicht unbestimmt und, 
da sie nicht durch Pq geht, von der von Pq verschieden. Die beiden 
Nullhyperebenen schneiden sich also in einem Raum S„_ 2 . Die Ver- 
bindungsgerade von PqPi trifft die Nullhyperebene von Pq nur in Pq 
und die von Pi nur in Pj, also hat sie mit S „_2 überhaupt keinen 
Punkt gemeinsam. 

Wir wählen nun P^ und P^ als Grundpunkte eines neuen Koordinaten- 
systems, während die übrigen Grundpunkte m S „_2 gewählt werden. 
Sollten in S,t _2 je zwei Punkte konjugiert sein, so wählen wir Pg, . . ., P^ 
beliebig: diese Punkte sind dann alle untereinander imd zu Pq und Pj 
konjugiert. Ist das nicht der Fall, so wählen wir P, und P, so in 5^-2 • 
daß sie nicht zueinander konjugiert sind. Die Nullhyperebenen von 
Pg und Pq enthalten 5w_2 nicht, also schneiden sie 5^-2 nach einem 
5 h_ 3. Diese beiden 5„_8 in 5^.2 sind verschieden und schneiden sich 
daher nach einem 5»_4, welcher (wie oben) mit der Verbindungsgeraden 
PgPg keine Punkte gemeinsam hat. 

So fahren wir fort. Die Grundpuhkte Pg, . . ., P„ werden in 
gewählt. Sind alle Punkte von untereinander konjugiert, so wählen 
wir Pg, . . . , P„ willkürlich in S^-i, sonst wählen wir Pg und Pj so, daß 
sie nicht konjugiert sind, bilden wieder die Durchschnitte ihrer Polär- 
h57perebenen mit S„_g, usw. 

Wir erhalten so schließlich ein S 3 rstem von linear unabhängigen 
Grundpunkten Poi Pi, . ■ P 2 f-i, • • • . P«* derart, daß 

Pq und Pi 
Pq und Pq 


Ptr-i und P 2 ^_i 

nicht konjugiert, alle übrigen Paare von Grundpunkten dagegen kon- 
jugiert sind. Es sind also a®^ a**, . . ,, von Null verschieden, 

alle anderen Null. Bei passender Wahl des Eiuheitspunktes wird 
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Gleichung (2) des zum Null.^y.sti 
gehörenden Geradenkomplexes heißt nunmehr 

?Eoi+^a +■ h^TSf-S 2r--l ” 

Die Matrix (a**) hat den Rang 2r (0<2r^« + l); Jil***” 

eine projektive Invariante des Nullsystems. Damit ist die iirojekti 

Klassifikation der linearen Komplexe beendigt : 

Der Rang der antisynmOrischen Matrix (a**) eines Nullsystms i 
immer eine gerade Zahl 2r. Durch Angabe des Ranges ist das Nullsysle 
und damit auch der zugehörige lineare Komplex bis auf projekttvc 1 rau 

fonnationen eindeutig bestimmt . . ^ i 

Im Fan n=\ gibt es nur ein Nullsystem: die Identität, die jedei 

Punkt der Geraden sich selbst zuordnet. — Im Fall w^2 gibt e.s nv 
singulSre NuUsysteme vom Rang 2, welche jedem Punkt seine Vei 
bindungsgerade mit einem festen Punkte 0 zuordnet. Der zugehörend 
lineare Komplex ist ein Geradenbüschel mit dem Zentrum O. 

Im Fan des gewöhnlichen Raumes (« = 3) gibt es singulare (ode 
spezielle) lineare Komplexe vom Rang 2 und re^äre (oder nicht spezielle 
lineare Komplexe vom Rang 4. Ein singulärer linearer Komplex hat di« 
Gleichung und besteht daher aus ahen den Geraden, die eine fest« 

Gerade, die Achse des singulären Komplexes, schneiden. Ein regulärei 
linearer Komplex hat die Gleichung gehört zu einem 

nichtsingulären Nullsystem. 

Man erhält ein nichtsinguläres Nullsystem in durch folgende 
projektive Konstruktion: Jeder Ecke eines räumlichen Fünfseits wir«! 
die Ebene durch diese und die zwei benachbarten Ecken zugeordnot. 
Diese 6 Ebenen mögen aUe voneinander verschieden sein. Durch diost* 

5 Punkte und 5 zugeordnete Ebenen ist dann eine Korrelation K be- 

stimmt. Diese ist eine Nullkorrelation, in welcher alle Paare aufein- 
anderfolgender Ecken als konjugierte Punktepaare erscheinen. Beweis: 
Es gibt mindest^ einen linearen Komplex — welcher die 

6 Seiten des Fünfecks- enthält; deim diese 6 Seiten ergeben nur 6 lineare 
Bedingimgen für die sechs Größen a**. Ist F ein solcher Komplex, so 
ist r nicht singulär, denn es gibt keine Achse, welclie alle ß Seiten trifft. 
Also definiert F eine Nullkorrelation. Die Nidlebene einer Ecke muß die 
beiden durch diese Ecke geheiden Seiten enthalten, weil diese Komplex- 
geraden sind. Also stimmt die Nullkorrelation in den ö Punkten und 
5 zugeordneten Ebenen mit der Korrelation K überein und ist somit 
mit ihr identisch. 

Ein anschauliches Bild von einem. Nullsystem erhält man, indem 
man einen festen Körper einer gleichmäßigen Schraubenbewegung 
(Translation längs einer Achse a, verbunden mit einer Rotation um a, 
alles mit konstanter Geschwindigkeit) unterwirft und dann jedem 
Punkte y diejenige Ebene zuofdnet, welche in diesem Punkte senkrecht 
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auf dem Geschwindigkeitsvektor steht. Als Gleichung für diese Ebene 
findet man, wenn die Achse a als «-Achse genommen wird und wenn q 
das Verhältnis von Translations- zu Drehgeschwindigkfeit ist: 

(*i y»—x%y^ — e yo— *0 ys) = o . 

Diese Gleichung hat in der Tat die Gestalt (8). 

Aufgaben. 1. Man zeige, daß die Gleichung eines nichtsingulären Nullsystems 
durch eine orthogonale Koordinatentransformation stets auf die Gestalt (8) gebracht 
werden kann und daß daher jedes solche Nulls}^5tem zu einer Schraubung gehOrt. 
2. Aufgabe 1 ist auf 2» + 1 Dimensionen zu erweitern. 

8. Ein Nullsystem in' ist dann und nur dann speziell, wenn 

gjOigii gc0ig(Si ^ = 0 

gilt; denn genau in diesem Fall bedeutet (9) die Bedingung dafür, daß die Gerade n 
^e gegebene Gerade schneidet. 

4. Ein linearer Komplex vom Rang 2 in 5n besteht immer aus denjenigen Ge- 
raden, welche einen gegebenen Sn-g schneiden. 

0. Eine Nullkorrelation bestimmt nicht nur einen linearen Geradenkomplex, 
sondern auch (dual dazu) einen linearen Komplex von Räumen 5»— g, den Durch- 
schnitten von je zwei konjugierten Hyperebenen. 

§ 9. Quadriken in Sr und die auf ihnen Hegenden linearen Räume. 

Unter einer Qmdnk wird im folgenden eine quadratische 

H 3 q)erfläche eines Raumes Sr verstanden. Eine Quadrik Dg ist also 
ein Funktepaar, eine Quadrik ein Kegelschnitt, eine Quadrik Cg 
eine quadratische Fläche. Die Gleichung einer Quadrik nehmen wir 
in der Form 

(1) ^ XjXit = 0 (a^* = 

/,*-o 

an. 

Schneiden wir die Quadrik (1) mit einer Geraden 

(2) Xk=^kiyi, + X^Zk. 

indem wir (2) in (1) einsetzen, so erhalten wir eine quadratische Gleichung 
für All Ag! 

(3) AJ2'«^*y/yA + 2AiAa2'«^*yy«* + ^.S«^*^/«* = 0. 

/,* i.h 

Es gibt also, wenn die Gerade nicht ganz auf der Quadrik liegt, 
zwei (verschiedene oder zusammenfallende) Schnittpunkte. 

Ist in (3) der mittlere Koeffizient gleich Null: 

(4) 

so sind die beiden Wurzeln Ai:Ag der Gleichung (3) entgegengesetzt 
gleich, d. h. die beiden Schnittpunkte liegen harmonisch zu den beiden 
Funkten y, z oder sie fallen im Funkte y oder im Funkte z zusammen. 

5IZS 
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Die Gleichung (4) definiert, wenn y festgehalten wird und z variiert, 
eine Hyperebene mit den Koordinaten 
( 6 ) . . = 

i ■ 

die Polare von y in dem durch die Quadrik definierten Polarsystem 
Der Punkt y heißt, falls er durch u eindeutig bestimmt wird, der Po. 
von «. Die Punkte z, die der Gleichung (4) genügen, also in der Polar« 
von y hegen, heißen zu y konjugiert in bezug auf die Quadrik. Ist j 
zu y konjugiert, so auch y zu z. 

Ist die Polare von y unbestimmt: 

(6) ^a*#y, = 0 (i = 0,l f 

so verschwinden in (3) die ersten beiden Glieder, identisch, also hat jed 
Gerade durch y zwei in y zusammenfallende Schnittpunkte mit de 
Quadrik oder hegt ganz auf der Quadrik. Der Punkt y heißt in diesen 
Fall ein Dojypeiftmki der Quadrik. Die Quadrik ist dann ein Kegt 
'mit der Sfi^e y, d, h. sie besteht aus lauter erzeugenden Geraden dnrd 
den Punkt y. 

Ist die Determinante |a^*| des Gleichungssystems (6) von Nui 
verschieden, so ist die Quadrik frei von Doppelpunkten. Das Polar 
System (6) ist in diesem Fall eine nicht singuläre Korrelation. Dies 
ordnet niöht nur jedem Punkte y eindeutig eine Polare u, sondern auc 
umgekehrt jeder H 5 ^erebene u eindeutig einen Pol y und allgemei 
jedem Raum Sp einen Polarraum zu. Diese Zuordnung is 

involutorisch, d. h. der Polarraum von ist wieder Sp, Den 

wenn alle Punkte von S,. _ ^ i zu allen Punkten von Sp konjugiert sind, s 
sind auch alle Punkte von Sp zu allen Punkten von Sr-p^\ konjugier- 
ist y kein Doppelpunkt, aber ein Punkt der Quadrik, so nennt ma 
diejenigen Geraden durch y, -welche die Quadrik in y doppelt, schneide 
oder auf ihr hegen, die Tangenten der Fläche im Punkte y. Die B« 
dingung dafür ist, daß in (3) außer dem ersten Ghed auch das zweit 
verschwindet, also daß z in der Polarhyperebene von y liegt. Die Tai 
genten hegen somit alle in der Polarhyperebene von y, welche dahe 
auch die tangierende Hyperehene oder Tangentialhyperebene der Quadri 
im Punkte y heißt. Die Tangentialhyperebene enthält insbesdndei 
alle auf der Quadrik hegenden und durch y gehenden Geraden, also auc 
alle auf der Quadrik liegenden und durch y gehenden linearen Räum 

Liegt der Punkt y außerhalb der Quadrik, so liegen in der Pohu 
von y alle die Punkte z, die von y durch zwei Punkte der Fläche ha 
monisch getrennt werden, sowie auch ^e BerüWngspunkte z von durc 
y gehenden Tangenten. Letztere erzeugen einen Kegel mit der Spitze ; 
dessen Gleichung durch Nüllsetzen der Diskriminante der quadratischE 
Gleichung (3). gefunden wird; 
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Ist (o/jk) die iaverse Matrix der nichtsingulären Matrix so Tfann 
man mit ihrer Hilfe die Gleichung (6) nach y auflösen: 

(V y,- =2* <»/**♦* • 

Die Hyperebene u ist dann und nur dann eine tangierende H5rper- 
ebene, wenn sie durch ihren Pol y geht, also wenn 

( 8 ) ^ = 0 

j.* 

ist. Die Tangentialhyperebenen einer doppelpunktfreien Quadrik bUden 
also eine Quadrik im dualen Raum oder, wie inan auch sa§^, eine Hyper- 
flächt zweiter Klasse. . 

Die Gleichung (1) kann bekanntlich durch eine Koordinatentrans- 
formation immer auf die Gestalt 

*0 + Ä? H — h = 0 

gebracht werden; dabei ist q der Rang der Matrix Zwei Quadriken 
gleichen Ranges sind also immer projektiv äquivcdent. Eine Quadrik vom 
Rang 2 zerfallt in zwei H3perebenen, während eine Quadrik vom Rang 1 
eine doppelt gezählte Hyperebene ist. 

Der Durchschnitt der Quadrik mit einem Teilraum Sp von S„: 

(Ö) ^ y* + Al y* 4* * • • + ^ y* 

wird gefunden, indem man ( 9 ) in ( 1 ) einsetzt. Es ergibt sich eine homogene 
quadratische Gleichung m . . ,,Xp. Daher ist der Durchschnitt eine 
Quadrik des Raumes Sp, sofern nicht der Raum Sp ganz in 

der gegebenen Quadrik 0,-1 enthalten ist. 

Aufgaben. 1. Eine von der Identität verschiedene involutorische projektive 
Transformation der Geraden in sich (eine Involution) besteht ans allen Pnnkte- 
paaren, die mit einem gegebenen Punktepaar harmonisch sind. Eine ansgeartete 
Involution besteht aus den Pnnktepaaxen, die einen festen Punkt enthalten. 

2. Die in. bezug auf eine Quadrik O,— i konjugierten Punktepaare einer ge- 
gebenen nicht auf 0,-1 liegenden Geraden des Raumes 5, bilden eine Involution. 

3. Verbindet man alle Punkte einer Qnadrik O,— i mit einem festen außerhalb 
des Raumes 5, gelegenen Punkt B, so erhält man eine Quadrik- O, mit einam 
Doppdpunkt in B. 

4. Man gebe eine affine Klassifikation der Quadriken O, - 1 . 

Das bisherige war nur die auf der Hand liegende mehrdimensionale 
Verallgemeinerung bekannter Tatsachen aus der analylischen Geometrie, 
der Kegelschnitte und der quadratischen Flächen. Wir kommen nun 
zur Diskussion der Imeaxen Räume, die auf den Quadriken liegen. Wir 
betrachten dabei ausschließlich doppelpunktfreie Quadriken. 

Auf dner. quadratischen Fläche jQ« in ^3 liegen bekanntlich zwei 
Scharen von Geraden. Auf einer Quadrik O4 in S5 liegen, wie wir in 
§7 mit Hilfe der Liniengeometrie zeigten, zwei Sdiaren von Ebenen. 
Wir wollen nun aJlgemem zeigen, daß auf einer Quadrik Dsn'zwei Scharen 
von S,» hegen, auf einer Quadrik .iQs«+i dagegen nur eine Schar von S« 
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liegt, und daß die Quadrik in beiden Fällen keine linearen Räume von 
höherer Dimension enthalten kann. 

Was ist dabei unter einer Schar zu verstehen ? Wenn wir schon den 
Begriff einer irreduziblen algebraischen Mannigfältigkeit hätten, könnten 
wir eine Schar als eine solche irreduzible Mannigfaltigkeit erklären. 
Wir wollen aber von unseren Scharen noch etwas mehr beweisen als die 
Irreduzibüität und den stetigen Zusammenhang: wir werden nämUch 
für die S„ einer jeden Schar eine rationale Paxameterdarstellung angeben, 
so ddß zu jedem Wertsystem der Parameter genau ein Element 
der Schar gehört und daß die ganze Schar durch die Parameterdarstellung 
erschöpft wird. In diesem Sinne werden wir die Existenz eiTier rationalen 
Schar von S„ auf €^n+i ^on zwei zueinander fremden rationalen 
Scharen von auf D*» beweisen. Außerdem, werden wir zeigen, daß 
auf zwei Räume S„, die einen 5„_ i zum Durchschnitt haben, stets zu 
verschiedenen Scharen gehören. 

Wir wenden zum Beweis aller dieser Behauptungen eine vollständige 
Induktion nach n an. Für n = 0 besteht eine Quadrik G® aus zwei 
getrennten Punkten, während eine Quadrik Di, also ein Kegelschnitt, 
eine einzige rationale Schar von Puiikten enthält. Bringt man nämlich 
die Gleichung des Kegelschnittes auf die Gestalt 

zj Z(j Zg Ö , 

so werden alle Punkte des Kegelschnittes durch die Parameterdarstellung 

*0 = ^ 

*i = Mi 
x^ = t\ 

erfaßt. 

; Nun mögen unsere Behauptungen für die Quadriken jDs» _ a Da» .. j 
als richtig angenommen werden. Wir betrachten eine Quadrik Da»* 
(Der Fall D8»+i kann ganz analog behandelt werden, was aber dem 
Leser überlassen bleiben möge.) 

Wir wollen nun zunächst beweisen, daß die auf Da» liegenden und 
durch einen festen Punkt A von Da» gehenden Räume S» zwei zueinander 
fr^de rationale Scharen bilden. Diese Räume liegen alle in der tangieren- 
den Hyperebene a. Ist nun co ein fester, in a enthaltener, nicht durch A 
gehender Raum 58» (einen solchen gibt es, weil a ein Sa« ist), so ist 
der Durchschnitt von Da» eine doppelpunkifreie Quadrik Da»-8' 

Hätte nämlich Da»-* einen Doppelpunkt D, so wäre dieser konjugiert 
zu allen Punkten von co und zu A, also würde die Polare von D mit « 
zusammenfalleni, was nicht geht, da a nur den einen Pol A hat. Die 
•Verbindungsgeraden von A mit den Punkten von Da»-a liegen ganz auf 
Da», da sie diese Quadrik in A berühren und außerdem noch je einen 
Punkt von ihr enthalten. Verbindet naan also einen auf DaM.a liegenden 
.Raum S»_i mit A, so liegt der Verbindungsraum 5» ganz auf G«». 
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Umgekehrt: Liegt ein 5» auf Ogn geht er durch A, so liegt er auch in 
der tangierenden Hyperebene a und hat daher mit cd einen S„_i gemein- 
sam, der auf ögn-s liegt. — Nach der Induktionsvoraussetzung liegen 
auf _ 8 zwei rationale Scharen von S„ _ i und keine Räume von höherer 

Dimension: also gehen durch A auf D2n auch zwei rationale Scharen von 
Räumen S», nämlich die Verbindungsräume von A mit jenen S„_i, 
und keine Räume von höherer Dimension als n. Weiter gehören nach 
der Induktionsvoraussetzung zwei Räume S*_i auf D 2 i,_ 2 i die einen 
S „_2 gemeinsam haben, stets zu verschiedenen Scharen. Daraus folgt, 
daß zwei durch A gehende Räume S«, die einen S^-i gemeinsam haben, 
auch zu verschiedenen Scharen ge- 
hören. Wir nennen diese Scharen 
Sx{A) imd i72(.4). 

Es sei noch bemerkt, daß jeder y 
in a und auf O 2 M liegende Raum 5„ ^ 
auch durch A geht und daher zu 

(.4) oder zu 27a (^4) gehört. Ginge nämlich S„ nicht durch A, so würde 
der Verbindungsraum S„+i von mit A ganz auf Ogn liegen, was 
unmöglich ist. 

Um nun von dem Punkt A loszukommen und die beiden Scharen von 
Sn auf der ganzen Quadrik zu erfassen, verfahren wir folgendermaßen. 
"Wir wählen einen der durch A gehenden, auf der Quadrik liegenden 
Räume aus und legen durch ihn alle möglichen Räume S„+i. Diese 
liegen nicht auf D 2 » i^d schneiden daher iQ 2 „ jeweils nach einer Quadrik 
O», welche einen S„ als Bestandteil enthält und daher in zwei zerfällt. 
Diese können unmög^ch zusammenfallen, denn dann wäre jeder Punkt 
des S* Doppelpunkt von O« und daher mit allen Punkten des 
konjugiert, also würde 5* in dem Polaxraum von ‘liegen, was 
nicht geht, da dieser Polarraum doch nur ein ist. Wir bezeichnen 
die zwei Räume S*, in die die Quadrik zerfällt, mit S«und S^. Sind 
und + 1 gegeben, so läßt sich S* rational berechnen, indem man durch 

einen Punkt B von S„, der nicht auf S|^ liegt, (»+ 1) willkürliche Geraden 
legt, welche nicht in 5„ liegen und zusammen S^+i aufspannen, und 
indem man diese mit der Quadrik O 2 » zum Schnitt bringt nnd durch ihre 
von B verschiedlenen Schnittpunkte . . ., J5„+i den linearen Raum Sn 
bestimmt. Alle diese Schritte sind rational, T wir nun 5„ die ganze 
Schar 27, (A) durchlaufen und lassen auch Sn+i alle Räume durdi S„ 
durchlaufen, so erhalten wir eine rationale Schar von Räumen 5». Diese 
bezeichnen wir init 27{. Lassen wir ebenso Sn die ganze Schar 27i(i4) 
durchlaufen, so erhalten wir eine zweite rationale Schar von Räumen S„ 
die wir mit 27^ bezeichnen. 

Es war keine Indexverwechslung, sondern Absicht, daß wir £[ aus 
27* (^) und Hi aus 2^(A) abgeleitet haben. Wählen wir nämlich den 
Raum S„ +1 speziell einmal in a, so liegen Sn und 5» beide in a und gehen 

van der Waerden, Geometrie. . 3 
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daher durch A. (Ginge nämlich nicht durch A, so wäre A kein Doppel- 
punkt der aus 5« und 5« bestehenden Quadiik und eine willkürliche 
Gerade g durch A in 5^+1 würde G# und daher auch G,,» in zwei ver- 
schiedenen Punkten treffen, was nicht geht, da g in a liegt und somit 
Tangente von Oa« in A ist.) S» und 5« haben, da sie in + 1 liegen, 
einen Durchschnitt 5^_i und gehören daher zu verschiedenen Scharen; 
wenn also S» zu Z',(.4) gehört, gehört zu -273, (il), umgekehrt. 

Die durch il, gehenden Räume der Schar i7i gehören demnach zur 
Schar 2^(A), und die durch A gehenden Räume der Schar -272 zu -272(^4). 

Wir zeigen nun, daß jeder auf Ga», liegende Ramn zu einer und 
nur einer der Scharen Xi, 2!$ gehört. Für die dmrch A gehenden Räume 
ist das nach dem Vorangehenden schon klar: Sie gehören zu -27i, wenn 
sie zu 2^(A) gehören, und zu 27a, wenn sie zu 2^jt(A) gehören. Ist nun 
54 ein nicht durch A gehender Raum auf Ga», so ist der Verbindungs- 
raum von 54 mit .4 ein 54 + 1 , dessen Durchschnitt mit Ga n eine Quodrik Q„ 
ist, die in 54 und einen weiteren 5^ durch A zerfällt. Je nachdem, ob 
nun S„ zu 2^(A) oder zu 27a (41) gehört, gehört 54 zu 272 oder zu -27f. 

Die Scharen 27( und 272, die wir fortan mit -27^ und 272 l^ezeichnen, 
sind demnach zueinander fremd und erschöpfen die Gresamtheit aller Sn 
der Quadiik Ga» . Ein stetiger Übergang von der einen Schar zur anderen 
ist unmöglich, da die Scharen sonst ein Element gemdnsam haben 
müßten. Wären wir von einem anderen Punkt A' statt von A aus- 
gegangen, so hätten wir demzufolge dieselben Scharen erhalten, nur 
in anderer Pafameterdarstellung. 

Haben zwei auf Ga» liegende Räume 54, 5» einen Durchschnitt 
5»_i, so kann man den Punkt A stets in diesem Durchschnitt wählen 
und schließt dann aus den vorhergehenden Betrachtungen, daß 5» 
und 54 zu ‘verschiedenen Scharen 2)i(-4) und -27a (4L), a^^o auch zu ver- 
schiedenen Scharen 27^, gehören. Damit sind alle unsere Behaup- 
tungen für Öa» bewiesen, vorausgesetzt, daß sie für Ga »-.2 gelten. Die 
Induktion ist somit vollständig. 

Zuletzt beweisen wir, daß zwei RiUme 54, 54 derseLhm Schar immer 
einen Dwchschniü von der Dimension n — 2Ä, zwei Räume von verschiedenen 
Scharen dagegen immer einen Durchschnitt von der Dimension w— 2Ä-- 1 
häbent wobei k eine ganze Zahl ist. Dabei wird ftin leerer Durchschnitt 
als einer von der Dimension — 1 betrachtet. 

Wir wenden wieder vollständige Induktion nach n an. Für » *= 0 
ist die Behauptung trivial, da dann jede Schar aus einem eiTnrig an 
b^eht und der Durchschmtt eines 5® mit sich selbst die Dimeh^on 0, 
mit einem anderen 5^ aber die Dimension — 1 besitzt. Wir nehmen 
also an, die Behauptung sei für die 5»_i auf G24_a richtig. 

Projiziert man wie oben die beiden Scharen von 5»_i auf 
ans dem Punkt A, so erhält man die beiden Scharen 27^ (4) und 27,(5) 
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yoii Räumen durch A. Bei der Projektion erhöhen sich die Dimen- 
sionen der Durchschnittsräume wie die der Räume 5„_i selbst um 
Eins: aus einem Durchschnitt von der Dimension (n — 1) — 2Ä wird ein 
solcher von der Dimension n— 2Ä. Also gilt unsere Behauptung für 
die Räume der Scharen und Und da der Punkt A beliebig 

gewählt werden kann, gilt die Behauptung für je zwei Räume S», die 
einen Punkt gemeinsam haben. 

Nun seien SJ» und zwei Räume, die keinen Punkt gemeinsam 
haben. Wir wählen A in S* . Der Verbindungsraum S^+i von A mit 5» 
hat mit S'n nur den Punkt A gemeinsam. Er schneidet Oa„ nach einer 
Quadrik O», die in und einen weiteren 5« zerßillt, der durch A geht. 
Für Sn und Sn ist, da beide dtlrch A gehen, unsere Behauptung schon 
bewiesen, d. h. ihr nur aus dem Punkt A bestehender Durchschnitt 
hat die Dimension n—2k, wenn S* und Sn zur gleichen Schar, und die 
Dimension n — 2 k — 1, wenn S„ und S« zu verschiedenen Scharen gehören. 
Im ersten Fall gehören aber S'n und S'^l zu verschiedenen Scharen und 
ihr Durchschnitt hat in der T at die Dimension — 1 = 0 — 1 = (« — 2Ä) — 1; 
im zweiten Fall gehören umgekehrt S'n und S" zur gleichen Schar, 
und ihr Durchschnitt hat die Dimenäon — 1 = 0—1 = («— 2Ä— 1) — 1 
= n — 2(Ä+1). In beiden FäUen erweist sich somit die Behauptung 
als richtig.' 
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Die mehrdimensionalen Räume dnd nicht nur an sich interessant, 
sondern sie bilden auch ein unentbehrliches Hilfsmittel beim Studium 
der S 3 rsteme von algebraischen Kurven der Ebene und Flächen des ge- 
wöhnlichen Raumes. Das beruht auf folgendem: 

Man kann die ebenen algebraischen Kurven und die algebraischen 
Flächen des 5a, allgemein die Hyperflächen g-ten Grades eines gegebenen 
Raumes S„ eineindeutig abbilden auf die Punkte eines projektiven 
Raumes Sjf, wobei 



gesetzt ist. Eine solche Hyperfläche wird nämlich durch eine Gleichung 


«0^ + H h aifX^ = 0 


g^eben, deren linke Seite noch mit einem von Null verschiedenen 
Faktor X multipliziert werden darf und deren Koeffizienten nicht alle 
NuU sein dürfen. Die Anzahl der Koeffizienten ist bekanntlich^) gleich 



+ 


*) Der Beweis ergibt sich, sehr leicht durch voUsttodige Induktion Tiar.Vi n + g, 
indem man die Form g-ten GradM fgiXq , . . ., Xn) auf die Gestalt («^ 0 , . . 

+ ^n/f-i (^ 0 . •••! ^) bringt. 


3 * 
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Die Koeffizienten au kann man also als Koordinaten eines 

Punktes a im Raum Su auf fassen, womit die angekündigte Abbildung 
geleistet ist. Handelt es sich um Kurven vom Grade g in der Ebene, 
so ist 

Die Kurven vom Grade g in 5j lassen sich also eineindeutig auf Punkte 
eines Raumes von der Dimension Jg(g+3) abbilden. 

Einem linearen Teilramn Sf von entspricht in der Abbildtmg 
ein System von Hyperflächen, das man eine lineare Schar von der 
Dimension r nennt. Spezialfälle sind: die eindimensionale lineare Schar 
oder das Büschd, dessen Elem^te durch 

a« = Xipt, + AjC* 

gegeben sind, und die zweidimensionale lineare Schar oder das Netz, 
dessen Elemente durch 

a* = Ao&a + 

gegeben sind. 

Man kann diese Gleichungen auch anders schreiben. Sind R — 0 
und C = 0 zwei Hyperflächen, die ein Büschel bestimmen, so werden 
die Gleichungen der Hyperflächen des Büschels offenbar durch 

Aiß + A,C = 0 

gegeben. Analog definiert die Formel 

(1) AoRq + + * ■ * "H = 0 

eine r-dimensionale lineare Schar, falls die Formen Bq,..., Bf linear 

unabhängig sind. 

Vermöge der Abbildung der Punkte des Su auf Hyperflächen imd 
der linearen Teüräume auf lineare Scharen kann man alle Sätze, die 
sich auf lineare Räume in beziehen, ohne weiteres auf lineare Scharen 
von H 5 ^erflächen übertragen. In dieser Weise erhält man unter anderem 
den Satz: N — r linear-unahMngige lineare Gleichungen in den Koordi- 
naten a^, ..., au einer Hyferfläche definieren eine lineare Schar von der 
Dimension r. 

Zum Beispiel bilden die H 3 ^perflächen, die durch N — r gegebene 
Punkte gehen, eine lineare Schar von der Dimension r, vorausgesetzt, 
daß diese Punkte den Hyperflächen unabhängige lineare Bedingungen 
auf erlegen. Um sich in jedem besonderen Fall zu überzeugen, ob ,das 
der Fall ist, bringt man die gegebenen Punkte in eine bes timmt e Reihen- 
folge: Pi, . . ., Pu-r, und stellt fest, ob es eine Hyperfläche vom Grad g 
gibt, die durch i^, . . . , P*_ i, aber nicht durch P* geht. Ist das für jeden 
Wert von k mit 1 < Ä — r der Fall, so sind die linearen Be- 
dingungen, die die Punkte den Hyperflächen auferlegen, unabhängig. 
Sehr häufig kann man, indem man die Reihenfolge der Punkte geschickt 
wählt, die H3rperflächen durch P^, P*_i als zerfallende wählen. 
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Nach dieser Methode beweist man z. B. ohne Mühe, daß eine Anzahl 
von höchstens fünf Punkten in der. Ebene, von denen nicht vier in einer. 
Geraden liegen, den Kegelschnitten der Ebene immer unabhängige Be- 
dingungen auferlegen. Denn man kann durch Ä -- 1 ( ^ 4) Punkte immer 
ein Geradenpaar legen, welches nicht durch einen vorgegebenen Ä-ten 
Punkt geht, es sei denn, daß dieser Ä-te Punkt mit drei anderen auf einer 
Geraden liegt. Daraus folgt: 

Drei gegebene Punkte bestimmen immer ein Kegeischniünetz. Vier 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen immer ein Kegd- 
schnittbüschel. Fünf gegebene Punkte, von denen nicht vier in einer Gereden 
liegen, bestimmen einen einzigen Kegdschnitt. 

Aufgaben. 1. Man beweise nach derselben Methode, daß acht Punkte in der 
Ebene, von denen nicht fOnf in einer Geraden und nicht acht auf einem Kegel- 
schnitt liegen, stets ein Büschel von Kurven 3. Ordnung bestünmen. [Als Hilis- 
kurven dutch k — 1 gegebene Punkte verwende man solche Kurven 8. Ordnung, 
die in einen Kegelschnitt .und eine Gerade oder in drei Geraden zerfallen.] 

2. Sind a, h, c, d vier g^ebene nicht koUineare Punkte der Ebene und bezeichnet 
{xyg) immer die Determinante ans den Koordinaten der drei Punkte x, y, x, so wird 
das Büschel der durch a, h, c, d gehenden Kegelschnitte durch die Gleichung 

Ai(abx) (cdx) -f- Xt(aex) (bdx) = 0 

gegeben. 

3. Der Kegelschnitt durch fünf gegebene Punkte wird in den Bezeichnungen 
der Aufgabe 2 durch die Gleichung 

. (abx) (cdx) (ace) (bdc) — (aex) (bdx) (abe) (edo) =» 0 

gegeben. 

4. Sieben Punkte im Kaum Sg, von denen nicht vier in einer Geraden, nicht 
sechs auf einem Kegelschnitt und nicht sieben in einer Ebene liegen, bestimmen 
stets ein Netz von Flüchen 2, Ordnung. 

[Als HilfsQüchen durch h — 1 Punkte verwende man wieder zerfallende. Flüchen, 
oder, sofern das nicht geht, Kegel.] 

Durch ^g(g + 3) Prnikte der Ebene geht „im allgemeinen", d. h. 
wenn diese Punkte unabhängige Bedingungen für die Kurven g-ter 
Ordnung darstellen, eine einzige Kurve g-ter Ordnung. AusnahmefäJle 
sind diejenigen, in denen der Punkt P* allen Kurven g-ter Ordnung 
durch Pi,..., Pa_i angehört, was offenbar nur für besondere Lagen 
des Punktes P* in bezug auf Pi, . . ., P*_i Vorkommen kann. 

Wenn die Hyperflächen Bq,..., Bf, welche eine lineare Schar (1) 
bestimmen, einen oder mehrere Punkte oder eine ganze Mannigfaltigkeit 
gemeinsam haben, so gehören diese Punkte oder diese Mannigfaltigkeit 
offenbar allen Hyperflächen der Schar an. Diese Punkte heißen daam 
Basispunkte, die Mannigfaltigkeit die BasismannigfaUigkeit der Schär. 
Insbesondere kann es verkommen, daß alle Formen Bq, ...,Bm einen Fak- 
tor A gemeinsam haben; in diesem Falle enthalten alle Hyperflächen (1) 
derSchar die Hyperfläche .4 = 0 als festen Bestandteil. Zum Beispiel bilden 
die Kegelschnitte der Ebene, welche ein gegebenes Dreieck zum Polar- 
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dreieck haben, ein Netz ohne Basispunkte, während die Kegelschnitte 
durch drei gegebene Punkte ein Netz mit drei Basispunkten oder auch 
( falls die drei Punkte in einer Geraden liegen) ein Netz mit einem festen 
Bestandteil bilden. 

Ein Büschel von Quadriken werde durch 
( 2 ) = + 
gegeben, wobei die Gleichung einer Quadrik; in der Form 

. i h 

angenommen wird. Ist D die Determinante der Matrix («'*), so lautet 
die Bedingung für einen Doppelpunkt 
(3) D = 0. 

Wegen (2) ist D eine Form (« + l)-ten Grades in Xi imd Die Gleichung (3) 
ist also entweder identisch in. Xi,Xt erfüllt oder sie hat « + 1 (nicht not- 
wendig verschiedene) Wurzeln.' Es gibt also mindestens einen und 
höchstens n-fl Kegel in dem Büschd (2), oder aber alle Hyperflächen 
des Büschels sind Kegel. 

Im Fall eines KegeLschnittbüschels folgt daraus, daß ein Kegelschnitt- 
büschel mindestens einen zerfallenden Kegelschnitt enthält. Stellt man 
alle möglichen Lagen auf, welche ein Geradenpaar in bezug auf einen 
anderen Kegelschnitt haben kann, so erhält man ohne Mühe eine voll- 
ständige Klassifikation der Kegelschnittbüschel (\md ihrer Basispunkte). 
Da ein Geradenpaar vier (nicht notwendig verschiedene) Schnittpunkte 
mit einem anderen Kegelschnitt oder einen Bestandteil mit ihm gemein- 
sam hat, so hat ein Kegelschnittbüschel entweder einen festen Be- 
standteil oder vier (nicht notwendig verschiedene) Basispunkte. Sind 
die vier Basispunkte wirklich verschieden, so wird djas Büschel nach dem 
obigen durch diese vier Punkte bestimmt: Es besteht aus allen Kegel- 
schnitten durch diese vier Punkte. Die drei zerfehendön Kegelschnitte 
des Büschels sind dann die drei Paare von Gegenseiten eines voll- 
ständigen Vierecks. 

Im übrigen möge für die Theorie der Büschel von Quadriken auf 
die klassische Arbeit von Cosrado Segre^) verwiesen werden. 

Wir werden später sehen, daß ein Büschel von Kurven w-ter Ordnung 
in der Ebene n* (nicht notwendig verschiedene) Basispunkte oder aber 
einen festen Bestandteil hat. Ebenso besitzt ein Netz von Flächen 
ff-ter Ordnung im Raum entweder n* Basispunkte oder eine Basis- 
kurve oder einen festen Bestandteil. 

Zum Beispiel hat ein Büschel von ebenen Kurven 3. Ordnung im 
allge m e i nen neun Bsisispunkte, von denen nach Aufgabe 1 unter ge- 
eigneten Vorau^tzungen je acht schon das Büschel bestimmen. Ebenso 

Sborb, C. : Stadio solle quaddche in uno spario lineare ad un numero 
qualnnque di dimensioiLe, Torino Mem. 2^ Serie 36. 


§11. Kubische Rautokurven. 
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hat ein Netz von quadratischen Flächen im Raum im allgemeinen 
acht Basispunkte, von denen unter geeigneten Voraussetzungen je 
sieben das Netz und damit auch d^ achten Punkt bestimmen. 

Aufgaben. 6. Es gibt folgende Typen von Kegelschnittbüscheln: 

I. Büschel mit vier verschiedenen Basispunkten und drei zerfallenden Exem- 
plaren, deren Doppelpunkte ein gemeinsames Polardreieck für alle Kurven des 
Büschels bilden. 

II. Büschel mit drei verschiedenen Basispunkten und einer gemeinsamen 
Tangente in einem dieser Punkte. Zwei zerfallende Exemplare. 

III. Büschel mit zwei verschiedenen Basispunkten und festen Tangenten in 
diesen Punkten. Zwei zerfallende Exemplare, darunter eine Dpppelgerade. 

IV. Büschel mit zwei verschiedenen Basi^unkten mit gegebener Tangente 
und gegebener ICrümmung in einem dieser Punkte. Eine zerfallende Kurve. 

y. Büsched .mit einem vierfachen Basispunkt und einer zerfallenden Kurve 
(n&mlich einer Doppelgeraden). 

VI. Büschel von zerfallenden Kegelschnitten mit einem festen Bestandteil. 

VII. Büschel von zerfallenden Kegelschnitten mit festem Dt^elpunkt (Involu- 
tion von Geradenpaaren). 

§ 11. Kubische Raumkurven. . 

1. Die rationale Normkurve. Wendet man die in § 10 besprochene 
Abbildung speziell auf Hyperflächen in Si, d. h. also auf Gruppen von 
n Punkten in einer Geraden an, so erhält man eine Abbildung dieser 
Punktgruppen auf Punkte eines Raumes S„. Wir betrachten, um etwas 
bestimmtes vor Augen zu haben, den Fall n=3, obwohl die meisten 
der folgenden Ausführungen für beliebige n gelten. 

Die zu untersuchenden Punkttripel seien durch Gleichungen 
(1) /(z) = ao^J— + «,«5 = 0 

gegeben; sie werden daher auf Punkte (zo> ^ üi 5, abgebildet. 
Besondere Beachtung verdienen die Tripel, die aus drei zusaramen- 
fallenden Punkten bestehen; für sie ist 

/(«) = (« 1 ^ 2 — + 

also hat der Bildpunkt die Koordinaten 

^8 = ^- 

Durch (2) wird die ^-Gerade auf eine Kurve im Raum 5, (bzw. im 
Raum abgebildet, die man allgemem (für beliebige n) rationale Norm- 
kurve, hn Fall n—Z speziell kubische Raumkurve nennt ^). Die projektiv 
Transformierten einer solchen Kurve heiß^ wieder kubische Raumkurven. 

Das Wort „kubisch“^ deutet darauf hiu, daß eine beliebige Ebene u 
die Kurve in drei (nicht notwendig verschiedenen) Punkten schneidet. 

1) Im Fall* » a 2 wird die Noimkurve ein K^elschnitt. 
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Setzt man nämlich (2) in die Gleichung der Ebene u ein, so erhält man 
eine Gleichung 3. Grades 

(3) Wq ^ -f % ^ ^ + Mj ^ “H ^ ~ 0 , 

welche drei Punkte auf der ^-Achse definiert. 

Sind q, r, s diese drei Punkte, so güt bei geeigneter Wahl der will- 
kürlichen Faktoren identisch in 

«0^ + + (?i^a — ?a^ (®i^a — ®a^)» 

also durch Koeffizientenvergleich 

<*o = 9i^iSi 

/4Y «i = S'i»'iS2 + ?i>'aSi + ?a»'i5i 

«a = yi r, Sa -h g, ri s* -f- r* Si 
«8 = ?a»'aSa- 

Vermöge (4) entspricht jedem Punkttripel q, r, s der f-Achse eine eindeutig 
bestimmte Ebene «, welche die Kurve in den Punkten Q, R, S mit 
Parameterwerten q, r, s schneidet. Es sind also nicht nur die Punkte 
von S^, sondern auch gleichzeitig die Ebenen von eineindeutig auf 
die Punkttripel der Parametergeraden ‘Si abgebildet. 

Fallen insbesondere die Punkte Q und R zusammen, so heißt w eine 
Tangentialebene im Punkte Q. Da die « für festes Q = R linear von den 
Parametern s abhängen, bilden die Tangentialebenen ein Büschel, dessen 
Träger durch Q geht und die Tangetiie im Punkt Q heißt. Fallen Q, R, S 
alle drei zusammen, so heißt u die Schmiegungsebene im Punkte Q. 

Satz. Jede Kurve, die eine rationale Parameterdarstellung durch 
Funktionen 3. Grades 

(5) y* = ^ + ö* ^ ig -h c* ^ ^ 

gestattet, ist projektiv äquivalent der kubischen Raumkurve oder einer 
Projektion der kubischen Raumkurve auf einen Raum Sg oder Sj. 
Beweis. Die projektive Transformation 

y'k = + hVi + c* ya + yg 

führt offensichtlich die Kurve (2) in die Kurve (5) über. Ist diese Trans- 
formation ausgeartet, so kommt sie nach § 6 einer Projektion auf einen 
Teilraum gleich. 

Projiziert man die kubische Raumkurve aus einem Punkt der Kurve 
auf eine Ebene Sg, so erhält man, wie wir noch sehen werden, einen 
Kegelschnitt. Projiziert man aus einem außerhalb der Kurve gelegenen 
Punkt, so erhält man eine ebene Kurve, die von jeder Geraden offenbar 
in drei Punkten geschnitten wird, also (vgl. später, § 17) eine ebene 
Kurve 3. Ordnung. Projiziert man schließlich auf eine Gerade, so erhält 
man diese Gerade selbst, mehr m als überdeckt. Andere Projektionen 
kommen nicht in Betracht. 


§11. Kubische Raniokurven. 
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2. Das mit der Kurve verbundene NuUsystem. Da jedem Punkt 
von Sj eineindeutig ein Punkttripel von und jedem solchen Punkttripel 
wieder eine Ebene entspricht, so gibt es auch eine eineindeutige Abbildung 
der Punkte von 5^ auf die Ebenen u. Ihre Gleichungen erhält man, 
wenn man eine und dieselbe Form f(x) einmal als Form (1) und einmal 
als Form (3) (mit x^, x^ statt schreibt und die Koeffizienten 

vergleicht. Schreibt man Zg, z^, Zg statt a^, %, a^, a^, so erhält man 
die Gleichungen 


( 6 ) 


«0= — ^^8 

«1 = 3^2 

«2= — 3^1 


« 3 =^ 0 - 


Da die Matrix dieser linearen Transformation schiefsymmetrisch ist, 
so stellt sie ein NuUsystem dar^). 

Nimmt man für z in (6) speziell einen Punkt y der Kurve in der 
Parameterdarstellung (2), so sieht man sofort, daß die Ebene u die 
Schmiegungsebene in diesem Punkt ist. Also: Das NuUsystem ordnet 
jedem Punkt der Kurve seine Schmiegungsebene zu. Daraus ergibt sich 
eine einfache Konstruktion des Nullpunktes einer Ebene, die keine 
Tangentialebene ist: In den drei Schnittpunkten der Ebene mit der 
Kurve bringe man die Schmiegungsebene an. Sie schneiden sich im 
Nullpunkt der Ebene. Da jeder Punkt als Nullpunkt seiner Nullebene 
erhalten werden kann, so folgt: Durch jeden Purüd gehen drei (nicht 
notwendig verschiedene) Schmiegungsebenen der kubischen Raumkurve. Die 
Verbindungsebene ihrer Schmiegungspunkte ist die Nuüebene des Punktes. 

3. Die Sehnen der Kurve. Zu den Sehnen, die zwei Kurvenpunkte 
verbinden, rechnen wir im folgenden stillschweigend auch die Tangenten 
der Kurve hinzu. Wir beweisen nun: 

Durch jeden Punkt außerhalb der Kurve geht genau eine Sehne. 

Beweis. Wir legen durch den gegebenen Punkt A alle möglichen 
Ebenen u. Dann ist 


«0«0 + «»l«! + Ä8«a + «3«» = 0, 

also nach (4), wenn Q, R, S die Schnittpunkte der Ebene mit der Kurve 
sind, 

I +«a(fl'i^a«a + ?a»'iSa + ?a»'aSi)+fl8?a>'aSa = 0- 


Bei gegebenen Q und R bestimmt die lineare Gleichung (7) im allgemeihen 
eindeutig das Verhältnis Si: s^ und damit die Ebene u. Ist aber AQR 
eine Sehne, so kommt jeder beliebige Punkt iS der Kurve als dritter 


Legt man, wie am Anfang dieses Paragraphen, eine bdiebige Zahl n als Dimen- 
sion des Raumes zugrunde, so erhSlt man fllr gerade m ein Polarsystem, für ungerade n 
ein NuUsystem. 
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I. Projektive Geometrie des n-dimensionalen Raumes. 


Schnittpunkt mit einer durch APQ gehenden Ebene in Frage; also ist 
dann (7) identisch in Sj und s* erfüllt. Das ergibt: 

^ 1 + + +«a?a>'a = 0: 

Aus diesen zwei Gleichungen kann man die Verhältnisse 

also die Verhältnisse der Koeffizienten der quadratischen Gleichung, 
deren Wurzeln und : f, sind, eindeutig bestimmen. Daraus 

folgt die Behauptung. 

Andererseits liegen in jeder Ebene offenbar drei (nicht notwendig 
verschiedene) Sehnen. Man sagt deshalb, daß die Sehnen einer kubischen 
Raumkurve „eiae Kongruenz vom Feldgrad 3 und vom Bündelgrad 1'* 
büden (vgl. später, § 34). 

4. Proje^ve Erzeugung der kubischen Raumkurve. Es seien 
QR und Q'R' zwei Sehnen der Kurve. Durch (4) ist das Ebenenbüschel 
dargestellt, das man erhält, wenn man alle Punkte S der Kurve aus QR 
projiziert. Wie man sieht, sind und s, projektive Parameter des 
Büschels. Dassdbe gilt aber auch für jede and^e Sehne Q'R'. Also: 
Verbindei man irgend zwei Sehnen (oder Tangenten) mit aUen PunMen 
der Kurve durch Ebenen, so erhäU man zwei pro^’ektiv aufeinander bezogene 
Ebmenbüschei. 

Zwei projektive Ebenenbüschel erzeugen bekanntlich eine quadratische 
Fläche, die durch ihre Trägeigeraden geht. Also kann man durch irgend 
zwei Sehnen der kubischen Raumkurve eine Fläche 2. Ordnung legen, 
wdche die Kurve endhiüt. Ndmien wir zunächst die beiden Sehnen als 
windschief an, so enthält die Fläche zwei verschiedene Scharen von 
Geraden, und die beiden Sehnen gehören, da sie windschief sind, zur 
gleichen Schar. Jede Ebene durch eine der Sehnen schneidet die Kurve 
außer in den Endpunkten der Sehne nur noch einmal, also hat jede 
Gerade der anderen Schar nur einen Schnittpunkt mit der Kurve. 
Irgendeine Ebene durch eine solche Sekante schneidet die Raumkurve 
außer im Schnittpunkt der Sekante mit der Kurve noch zweimal, . also 
ist jede Gerade der ersten Schar wieder eine Sehne. 

Legen wir zweitens die beiden Sehnen durch den gleichen Punkt der 
Kurve, so wird die sie enthaltende Quadrik ein Kegel. Also wird die 
kubische Raumkurve aus jedem ihrer Punkte durch einen quadraUschen 
Kegel jrrojiziert. 

Betrachten wir nun drw Sehn^i, von denen die dritte nicht zu der 
durch die ersten beiden bestimmten Regelsdiar gehören soll, so eigeben 
sich drei projektiv aufeinander bezogene Ebenenbüschel, derart, daß 
je drei entsprechende Ebenen sich inrmftr in einem Punkt der Kurve 
schneiden. Also wird eine kubische Raumimrve durch Schnitt von drei 
zueinander ffrojehtiven Ebenenbüschein erzeugt. 


§11. Kubische Raninkarvein. 
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Umgdcehrt: Drei projektive Ehenenbüschel erzeug^ im allgemeinen eine 
kubische Raumkurve. Ausnahmen treten ein: 1. wenn entsprechende Ebenen 
der drei Büschel immer eine Gerade gemeinsam haben, 2. wenn die Schnitt- 
punkte entsprechender Ebenentripel in einer festen Ebene liegen. 

Beweis. Es seien 


(9) 


Wj "f- Wg = 0 


die Gleichungen der drei projektiven Ebenenbüschel. Rechnet man aus 
diesen drei Gleichungen die Koordinaten des Schnittpunktes der drei 
zugeordneten Ebenen aus, so werden diese durch dreireihige Determi- 
nanten, also durch Formen 3. Grades in und dargestellt: 


(10) yo : yi •• y* : ys = 9 ’o(A) : : 9?s(^) • 

sind die vier Formen (pQ,<Px><P%t(Ps Ibiear unabhängig, so ist die durch (10) 
daigestellte Kurve nach dem Satz in Nr. 1 dieses Paragraphen eine 
kubische Raumkurve. Besteht aber eine lineare Abhängigkeit: 

^0 9^0 “I" ^ 9^ "t" "i" ^ “ 9 » 

so heißt das, daß alle Funkte y in einer festen Ebene liegen. Diese Ebene 
schneidet die drei projektiven Ebenenbüschel nach drei projektiven 
Geradenbüscheln, die in ihr einen Kegelschnitt oder eine Gerade erzeugen. 
Sind aber die dreireihigen Unterdeterminahten, von denen die Rede war, 
identisch Null, so gehen je drei zugeordnete Ebenen durch eine Gerade; 
diese Geraden bilden dann im allgemeinen eine quadratische Fläche. 

Nehmen wir einmal an, die Gleichungen (9) definieren wirklich eine 
kubische Raumkurve. Die Gleichungen dieser Kurve werden dAnn durch 
NuUsetzen der zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix 

K »«1 ■Wi\ 

\^Zg Wg «g/ 

gefunden. Die kubische Raumkurve ist also der vollständige Schnitt 
von drei quadratischen Flächen. Je zwei von diesen drei Flächen, z. B. 

Zif»g— Zg»ni = 0, Zi«g— Za7ti=s0 

haben außer der Raumkurve noch die Gerade l^=l^ = Q miteinander 
gemeinsam. 

Aufgaben. 1. I>er Restsobnitt von zwei nicht zeiisJlendra qnadratiachen 
Kegeln mit verschiedenen Spitzen, die eine Erzeugende gemeinsam haben, aber 
sich nicht l&nipi dieser berühren, ist immer eine kubische Raumkurve. 

2. Die quadratischen FlAchen, die eine gegebeim kubische Raumkurve enthalten, 
bilden ein Netz. 

8. Eine knbUche Raumkurve ist durch sechs ihrer Punkte eindeut^: bestimmt. 
4. Durch sechs Funkte, von denen nicht vier lu einer Ebene liegen, gdit immer 
eine kubische Raumkurve. (Bei Aufgaben 8 und 4 benutze man zwei Kegel, die je 
einen der sechs Punkte zur Spitze haben und durch die fünf übrigen gdien.) 


Zweites Kapitel. 

Algebraische Funktionen. 

Die algebraische Geometrie arbeitet, wie ihr Name sagt, gleicherweise 
mit geometrischea und mit algebraischen Begriffen und Methoden. 
Während im vorigen Kapitel die Grundbegriffe der projektiven Geometrie 
zusammengestdit wurden, sollen in diesem Kapitel die nötigen alge- 
braischen Begriffe und Sätze erörtert werden. Die Beweise der an- 
geführten Sätze findet der Leser z. B. in meiner in dieser Sammlung 
erschienenen „Modernen Algebra"^). 

§ 12. Begriff und einfachste Eigenschaften der algebraischen 

Funktionen. 

K sei ein beliebiger kommutativer Körper, etwa der Körper der 
komplexen Zahlen. Die Elemente von K heißen Konstanten. 
seien Unbestimmte oder allgemeiner irgendwelche Größen eines Er- 
weiterungskörpers von K, zwischen denen keine algebraische Relation 
mit konstanten Koeffizienten stattfindet. Der Körper der rationalen 
Funktionen von heiße K(«) oder P. 

Als algebraische FtmkHon von Ui, bezeichnen wir jedes Ele- 

ment CO eines Erweitenmgskörpers von K («), welches einer algebraischen 
Gleichxmg /(ü)) = 0 mit (nicht sämtlich verachwindenden) Koeffizienten 
aus K(«) , genügt. Unter den Polynomen /(z) mit der Eigenschaft 
f{o)) = Q gibt es ein Polynom kleinsten Grades q?{z), von welchem in der 
Algebra folgende Eig^chaften bewiesen werden (vgl. Moderne Algebra I, 
Kap. 4): 

1. q>{z) ist bis auf einen Faktor aus K(u) eindeutig bestimmt. 

2 . qj{x) ist irreduzibel. 

3. Jedes Polynom f{x) aus P[z] mit der Eigenschaft f{co)^0 ist 
durch q}{z) teilbar. 

4. Zu einem gegebenen nicht konstanten irreduziblen Pol 3 mom <p{z) 
gibt es einen Erweiterun^örper P(tt)), in welchem 93 (z) eine Nullstelle co 
besitzt. 

6 . Der Körper P((ü) ist durch ^p(z) bis auf Isomorphie eindeutig be- 
stimmt, d. h. sind o>i und co^ zwei Nullstellen desselben über P irre- 
duziblen Pol 3 moms <p{z), so ist P(cüi) ^ P(a>a), und dieser Isomoi;phismus 
läßt alle Elemente von P fest und führt in mg über. 

1) Wabrdbn, B. L. van dbr: Modome Algelira I. 2, Aufl., 1937; II, 1. Aufl., 
1981; insbesondere Kap. 4, 6 und 11. 
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Zwei solche Nullstellen eines über P irreduziblen Pol 5 uioms heißen 
konjugiert in bezug auf P. Allgemeiner heißen zwei Systeme von alge- 
braischen Größen a>* imd q)[,. . .,cOn zueinander konjugiert, 

wenn es einen Isomorphismus P (fl)i , . . . , ö)«) ^ P (tüj , . . . , gibt, 
welcher alle Elemente von P fest läßt und jedes co^ in ü>i überführt. 

Die Teilbarkeitsaussage 3. läßt sich in unserem Fall P== K(«) noch 
verschärfen. f{z) und q){z) brauchen nur rational von «i, ...,«„ ab- 
zuhängen; macht man sie aber durch Multiplikation mit einer rationalen 
Funktion von Ui,..,,u„ allein ganzraüonal in und setzt 

außerdem voraus, daß q){z) ‘primitiv in ist, d. h. kein von 

allein abhän^ges Polynom als Faktor enthält, was man 
offenbar immer erreichen kann, so wird 9 :>(z) ein irreduzibles Polynom 
in Ul, . . .,Utt, z, und f{z) wird im Polynonibereich K [«i, ...,Un,z] durch 
q){z) teilbar. Dies alles folgt aus einem bekannten Hilfssatz von Gauss 
( vgl. Moderne Algebra I, §23). 

Sind 0 ) 1 , . . . , CÜH algebraische Funktionen, so bilden alle rationalen 
Funktionen von oji, . , o)« und «j, . . einen Körper P(fl)i, . . ., o)„) 
= K (« 1 , . . .,u,^,(Ol, . . (On), dessen Elemente sämtlich algebraische 
Funktionen von «i, . . sind: einen algebraischen FunkUonenkorper. 
Ferner gilt der TransiHvitdtssatz: Algebraische Erweiterung eines alge- 
braischen Funktionenkörpers ergibt wieder einen algebraischen Fu^- 
tionenkörper. Wird die Erweiterung durch Adjunktion von endlich 
vielen algebraischen Funktionen erzeugt, so heißt sie eine endliche 
algebraische Erweiterung. 

Jedes Polynom f[z) mit Koeffizienten aus P besitzt einen Zerfällungs- 
körper, d. h. einen algebraischen Erweiterungskörper von P, in welchem 
f{z) vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Dieser Zerfällungskörper ist 
wieder bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Zerfällt f{z) in lauter 
verschiedene Linearfaktoren, so heißen f{z) sowie die Nullstellen von 
f{z) separabel. Ein algebraischer Erweiterungskörper von P, dessen 
Elemente sämtlicli separabel über P sind, heißt separabel Über P. Wir 
werden uns in diesem Buch nur mit separablen Erweiterungskörpem 
befassen. Wenn der Körper P den Körper der rationalen Zahlen umfaßt 
(Körper der Charakteristik Null), sind alle algebraischen Erweiterungs- 
.körper von P separabel. 

Für separable Erweiterungskörper gilt der Satz vom primitiven 
Element: Die Adjunktion von endlich vielen algebraischen Größen 
o>i,...,(Or läßt sich durch die Adjunktion einer einzigen Größe 

^ = cüi -h otgö), -I h. “r w, (o*, . . ., ov aus P) 

ersetzen, d. h. . . ., lassen sich rational durch ^ ausdrücken. 

Weim eine separable algebraische Funktion o) mit allen ihren Kon- 
jugierten in bezug auf P identisch ist, so ist sie rational, d. h. sie gehört 
zu P. Denn die irreduzible Gleichung, deren Wurzel o> ist, hat nur eine 
einfache Wurzel imd kann daher nur linear sein. 
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II. Algebraische Funktionen. 


Der Transzendeüzgrad. Sind (o^, . ..,co„ Elemente eines algebra- 
ischen Funiktionehkörpers öder überhaupt eines Erweiterungskörpers 
von K, so nennt man sie algebraisch unabhängig, wenn jedes Polynom / 
mit Koeffizienten aus K und mit der Eigenschaft ., <»«) =0 not- 

wendig identisch verschwindet. Algebraisch unabhängige Elemente kann 
man wie Unbestimmte behandeln, da ihre algebraischen Eigenschaften 
dieselben sind. Sind eu^, . . .,0)^ nicht algebraisch unabhängig, aber auch 
nicht alle algebraisch über K, so kfl.-nTi man immer ein solches algebraisch 
unabhängiges Teilsystem finden, daß alle cok algebraische 

Funktionen von coii, . . .,coi^ sind. Die Anzahl d dieser algebraisch 
unabhängigen Elemente heißt der Transzendenzgrad (oder die Dimension) 
des Systans {cüi, . . 0 )^} in bezug auf K. Sind eoi. . . ., a>m alle alge- 
braisch in bezug auf K, so hat das System {eui, . . .,0)^} den Ttans- 
zendenzgrad NuU. 

In der Algebra wird bewiesen, daß der Transzendenzgrad d un- 
abhängig von der Auswahl der algebraisch unabhängigen Elemente 
ist (vgl. Moderne Algebra I, §64). Wenn 0 )^, ....o» 
algebraische Funktionen von sind, während. auch umgekehrt 

algebraisch von ct^, . . co,« abhängeu, so haben die Systeme 
{cüi, ...» <u«} und 1 ?«,} den gleichen Transzendenzgrad. 


Ein Polynom f{zx,...,Zn) aus P [ 2 ^ 1 , . . .a:»] heißt absolut irreduzibel, 
wenn es bei jeder Erweiterung des Grundköipers P irreduzibel bleibt. 
Es gilt der Satz: Eine endliche algebraische Erweiterung von P genügt, 
um ein gegebenes Pol 3 mom / in absolut irredimble Faktoren zu zerlegen. 

Beweis. Der Grad von / sei kleiner als c. Wir ersetzen in /(Zj, . . . , äh) 
jedes z„ durch lf~^, bilden also 

Jedem Glied «Ji . aj« von /.(rj , .. .,z„) entspricht dann ein Glied 


von F(t). Verschiedene Glieder von / ergeben verschiedene Glieder 
vonF, da eine ganze Zahl nur in einer Weise als &i + &8C+ • • • 
mit 6, < c geschrieben werden kann. Die Koeffizienten der Glieder von / 
sind also auch Koeffizienten in F(t). Zerfällt / in irgendeinem Er- 
weitenmgskörper von P, so zerfällt auchF (i) im gleichen Körper, deim aus 


folgt 


/W = g(*)Ä(«) 


oder 


f(t, tf, . . .) = g(«, <.y, . . .) Ä{«, «.y , . . .) 


§13. Die Werte der algebraischen, Funktionen. 
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und die Koeffizienten von g(z) und h[z) sind auch Koeffizienten von 
G(<) und Hif). Nun genügt eine endliche Erweiterung von P, um F(i) 
vciliständig in Linearküctoren zu zerlegen. In diesem Erweiterung^örper 
liegen dann auch die Koeffizienten der Falctoren G(t) und £[(t), also 
auch die von g{z) und h{z). Damit ist die Behauptung bewiesen. 

§ 13. Die Werte der edgebraischen Funktionen. 

Stetigkeit mid Differenzierbarkeit. 

Es sei ct) eine algebraische Funktion von definiert durch 

eine rational irreduzible Gleichung 

(1) <p{u, fl)) = ao(«) «>* + %(«) H h <*«(«)= 0. 

Dabei werden Oq, als Polynome in den u ohne ge m e in s ame n 

Teiler vorausgesetzt. 

Unter einem Wert <o' der Funktion co für besondere Werte der 
Unbestimmten u verstehen wir jede Lösung cd' der Gleichung tp («', <o') — 0. 
Zu jedem Wertsystem der u gehören, wenn ^ 0 ist, g Werte (o\ 
die wir mit . . . , bezeichnen imd die durch 

(2) <p{u\ z) = ao(«') fl (z—Q)<^^) 

1 

definiert sind. 

Nur djinn sind 'einige von den Wurzeln fl)W emandCT gleich, wenn 
D(«') = 0 ist, wo D(u) die Diskriminante der Gleichung (1) ist. D(u) 
ist nicht identisch. Null in den u. Diejenigen Werte für weldhe 
aQ(u')D(u') =0 ist, heißen kritische Werte für die Funktion cd. Zu ihnen 
gehören im allgemeinen weniger als g verschiedene, unter Umständen 
sogar überhaupt keine Werte cd'. 

Satz. Jede richtige algebraische Relation f{u, o))=0 bleibt richtig 
bei Ersetzung der u durch irgendweiche Werte u' und von eo durch einen 
der zugehörigen Werte o)'. 

Beweis. Aus /(«, fl)) = 0 folgt nach § 12 die Teilbarkeit 
f{u,q))=f{u,o))g{u,o)) 

und daraus durch Einsetzen von u' und cd' die Behauptung 

f{u',(o') = 0. 

Wir nehmen nun an, der Grundkörper K, dem die Werte u' und fl)' 
entnommen werden, sei der Körper der komplexen Zahlen. Wir unter- 
suchen die stetige Abhängigkeit der Funktionswerte co' von den Argument- 
werten u'. Wir beschränken uns dabei zunächst auf die Werte u' in einer 
Umgebung ü{a) einer nicht kritischen Stelle a (eine Stelle bedeutet 
hier einfach ein Werts3^tem der unabhängigen Variablen 

Ux ^:. ., «^), setzen also | < d voraus, wobei ö eine noch zu be- 

stimmende positive Zahl ist. 


48 


II. Algebraische Funktionen. 


Zu der Stelle a gehören, da a nicht kritisch sein sollte, g verschiedene 
Werte der Funktion co, die als Punkte in einer komplexen 

Zahlenebene gedeutet werden können. Um diese Punkte schlagen wir 
mit einem b^ebig kleinen Radius e Kreise K^, . . Kg, welche keine 
inneren Punkte gemeinsam haben sollen. 

Zu jeder Stelle u' in einer genügend kleinen Umgebung U (a) gehören g 
Werte . . . , der Funktion cd. Nun kann man den Satz von 

der Stetigkeit der algebrai- 
schen Funktionen folgen- 
dennaßen aussprechen: 

Bei 'passender Wahl der 
Umgehung U[a) (also der 
Zahl ö) liegt in jedem der 
Kreise K, genau ein Wert 
SO daß man die so 
numerieren kann, daß tn Hegt. Bei dieser Numerierung ist jedes 
0 )^') eins eindeutige und in der ganzen Umgebung U (a) stetige Funktion 
von u\ ; 

Beweis. Aus (2) folgt, indem man z=b^^^ einsetzt und den absoluten 
Betrag bildet, 

fl, j(i)) 

Nun ist eine stetige Funktion von die für «' = a den Wert 

NuU annünmt. In einer g^ügend kleinen Umgebung U{a) ist daher 

y {u\ 6^^) 

also auch *o(**') 




<e*. 




Wären alle Faktoren links ^ e, so wäre diese Ungleichung falsch. Also 
muß mindestens ein Faktor < e sein, d. h. mindestens ein od^*^ liegt in 
dem Kreis K^ um vom Radius e. Dasselbe gilt auch für die Kreise 
K 2 ,...,Kg. Da es gleich viele Punkte 'ysde Kreise K^ gibt und 
die Kreise zueinander fremd sind, muß jeder Kreis genau einen 
Punkt 0 )^'*^ enthalten, und wir können die Numerierung der cd^*> auch 
so wJÜüen, daß öjW in K, liegt. Jedes ist dann eindeutig bestimmt. 
Weiter ist auf Grund des eben geführten Beweises — 6W|<8 für 

beliebig kleine e, sobald \uli — ai\<d ist, ^o ist die Funktion an 
der Stelle u‘ = a stetig. Da man schließlich die Stelle a durch jede andere 
nicht kritische Stelle, also insbesondere durch jede Stelle innerhalb U (a) 
ersetzen kann, ist die Funktion in U (a) überall stetig. Daß die 
Stellen innerhalb von U {a) nicht kritisch sind, folgt ja daraus, daß die 
zugehörigen Werte .... co^ alle verschieden sind. 


§ 18. Die Werte der algebraischen Funktionen. 
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Aus der Stetigkeit der algebraisdien Funktionen folgt auch sehr 
leicht ihre Differenzierbarkeit. Dabei können wir uns, da es nur auf 
die partielle Differenzierbarkeit nach einer der Veränderlichen Ui,...,Un 
ankommt, auf den Fall einer einzigen Unbestimmten u beschränken. 
Zu einem Wert a von « möge der Funktionswert 6, zu «' = a + Ä der 
Funktionswert 0}' = b-\-k gehören. Dann ist 

( 3 ) <p{a,b)=0, (p{a + h, b + k) = 0. 

Wir haben zu beweisen, daß lim ä/ä für A 0 existiert. Die partiellen 
Ableitungen des Pol5moms <p («, z) mögen mit und gj, bezeichnet werden. 
Sie bedeuten die Koeffizienten der ersten Potenz von h in der Ent- 
wicklung von q){u + h, z) bzw. ^ («, z A). Entwickelt man nun 9? (« + A, 
Ä -f-A) nach Potenzen von A und dann nach Potenzen von A, so kommt 

9?(« -f- A, jaf -h A) = 9>(«, * 4 - A) + h(px{u, h,z + k) 

= <p{u, z) -4 A 9 ?i(«, A, z 4 A) 4 k<Pi{u, z. k) 


mit 


9 >i(«, 0 ,z) = <p^, 
z, 0) = 97,. 

Setzt man i* — a, z=b in ( 4 ) ein, so folgt wegen ( 3 ) 

0 = A97i(a, A, 5 4 A) 4 A99,(a, b, A) . 

Da a kein kritischer Wert war, ist 97, (a, ö )40 und daher auch 
97, (a, A, A )40 für genügend kleine A. Man kann also dividieren: 

jÄ 9?! (g, h.b-\-k) 

h 97 t(a, A) 

Läßt man nun A nach Null streben, so strebt wegen der Stetigkeit der 
Funktion co" auch A nach Null, daher <Pz{fl,b,k) gegen (pt{a,b) und 
97 i(ä, A, 6 4 A) gegen 97» (a, 6). Es folgt 

dm' Ä q>u{a,h) 

— nm^ 

Damit ist die Differenzierbarkeit an jeder nichtkritischen Stelle bewiesen. 
Gleichzeitig zeigt sich, daß der Differentialquotient an jeder solchen 
Stelle den Wert 

' ' du' <pt {u', a/) 

hat. 

In meiner Modernen Algebra, § 65 , habe ich gezeigt, daß man auch 
unabhängig von allen Stetigkeitseigenschaften für beliebige Grund- 
köiper den Differentialquotienten einer separablen algebraischen Funk- 
tion (0 durch 

d (o («, 0 )) 

du “ 97 , (u, a) 

definieren und alle Regeln der Differentiation unmittelbar aus dieser 
Definition herleiten kaim^ 


van dar Waordan, Geomatrle. 
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Äv dv D lfTBnuBliBi w ftrit dnsr komplozmtl^ Fnnktkn oixmr 
kanqiBxai Vertndedidiaa folgt Ihre AnilytUtit Ako aihd iU Wvic 
dimm dlffMaoIhff» funMo» oi ^ Ar UMfiteMf «^«r 
miAt bdfao&MK SiJtM M. «miUm PtmUiaitMt Ar ko&täläSBiUi 

Fp!iw#irifiiftwi «*. Diiinlhegflt Hbrigwa fflr dis Warte efaiar algabraiadwii 
Fnnktkn vtn mehraren VadndedJdiai en etnsr nldit kritkchien Stdlu. 

1 14. Rirfhmwtwjddnngm ffir ilgabniiohA Funktionfin 
dntr VftndgUirthM. 

Bino ipgnlirniiBtytlicfae Fnnktkn dnar VertndazUdifla lAflt idcli 
■teti in wlw Botflnsnibe ontwicksln, inilmmidflrB gsttsn fDr dki 

in I S oUIrtn rqgnlflinn Funktlonii- 
dananta 0 ^ an Jeder nidit- 

kritiirhm St^ • Renwientwickfanignii 

Sie knuvagl eran in Jedem Kieli mn m, 
der fcwlii«» kritkdien Stellen 

FQt witwi fci i iiijm Stelle mdifilt ilcli 
die Serin etwai jcnrnpHrierter. Ee id r* 
eine 'aakihe kiitiKhe Stelle in der «'-Ebene. 
Yfir «drman mnidiet an, dnB der An- 
kngAoeiifUezit «•(«) der Gkkbnng (l), 
1 13, an der Stalle «■■• niditvanrixwüidDt. 
Zdrimet man nmi ln dar «'^Ehnnn ein» 
Folge Kieiaen Ki, «eldie dnrch e gehen nnd in Je jnralen 

ein Gefalat g ein e inaem heben, «elcbe aber kefaio «nltaien WHanhon 
SteDoi enthalten, ao ribt ea injedem dkaer EnlBo g zegnUz^nelytiachr 
n^wtnn^wnwrTfa „ o)», jn dom gomelnKmai Gebiet ewnlor 
Kniae ui t Li die dea einan SinlaBB mit den 0 ^^, . . 

dea anderm Kieksa in ligeodelner 'RirfhmfnlgB dbenfautfannuii. Geht 
•man mm otwa von bn entsn Kreke Kx ona, anoht daim daa hn 
gBrnehamen Grillet mit aP^ eiiwliMt^imwinVn Shmeat ln nnd 
IMbit ao Über lEg fort, bia men wieder in Kx mrflokgekehrt lat, ao kann 
m arin, diB man «lader demribe F tTnWtnn«nim¥vi n> ^p} orbUt, 
ea kann aber anrii oein, daB men dnioh den boKliririianan P r oaefl der 
, 4 nBlytlari)en FOrtMta u ng” ein anderea Blemeat, etwa erhält. 
Jedenfrila ob« mnfi narii FrvTHr^i vielen UmUnlan wieder 
aarBckerfaaUen. latdaai]ihrii^IlmlliikndBrFbII,aohatxDaii3FtaDktkna< 
akmeDte es^, . . ., oi^, wriebe nm doi Pnnkt • hemm onatytiaali iii- 
aammeahftngan md wekha einen t^yktT büdou In dleaer Wake ae^ 
kDea dk « P irnkt i onaB l emenf« as^l, . . in eine gewiaas Zidil von 
Zykrin [«!«,.. „ 0 *^; 1]»*+».....«*+']; . ..; 1^+«,....««]. 
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Nachdem wir ao die Art der Ifehrdeatlfl^t ntmm m anüyüadioa 
Fanktkoan » an der SteQe enchflpfttnil beadnldiea haben, waUen 
wir die jnehrdentlge Fimktlaa ln der Xbngebang'voa an ehur 

wlivWitlg wi mprhm^ rfiiq^ TOnfllKrting «4rMirr l■llll f ^^l l l l l■ll^f^>l^lwf ** 

T« 1 ^«'— Daa geaclilefat dnrch folgande Überlegnng: 

w'hc4'T* lat eine anaj^^tlache Fonktlon. von t, mid Jedea lat 
in flinom der beMbzlebanen Kieias eine analytiacbe Fonktlon von 
Durch dleaer analytiKhen FOnkÜiiiBa eridlt T»a" 

ogi*) |]| analytladiii Fnnktkn von t. Dnbt aldi mm der Ponkt t «hmMl 
mn den Nnllpimkt, ao dreht aldi ib*inal mn den NnUtpnnkt; W 
tankreiat alao k*jnal dm Ponkt a. Da e/** bei ahnna%Bm Um* 

kieiaai der SteiDo c sykUaoh vertamEht werdm, ao gehm ale bd Amahger 
ümkieiaang genau ln aldi ilber. aind alao ln der Dm- 

gebong der Stelle t»0 (annfldiat mit Amaiahme dleaer Stelle adbat) 
nfndentlga analytiache PonkHmm von t. Bei Annihemng an die Stelle 
tmO abor blwlhmi dloK Fcnktionen bea chr flnkt, da mn die Betrlge dar 
Wnoohi einer algdxekdiea dairiinng bnkaimtHch wiwtmmtai- dmeh die 
Betilge der Koefflidentm ahrbltam kann. Alao lat die Stelle t^O 
weder eino weaentUdba Sfaignhiltit noch ein Pol, d. h. die Stdle lat 
flbeHiei^ knino Singolailtlt Han kann dcmnitfb die Werte von 
o^, . . .1 09 ^ an der Stelle r^O ao erUfren, daß dlaae Fonktionm ln 
der ganwoi Umgebnng von v^O inalytlKb ond daher in Po tawrelhm 
nach T entwlcUbar lind: 

+ + *** 

«ff-«P + afT + aPa* + *'* 

»* " «P + «f* T + «f* i'* + • • • • 

Aber nodi mehr I lABt num t nkbt ehien vollen Kzela om dm Ponkt 0 
dnrdilanfm« aondem nor dm k*tm Teil davon: 

BO dnrcfaUnft dabei w* einm muam Krelay 'ond ea gebt daher oa^ ln 
in Ai^« . . < 0 ^ ln Aber. Alao enisteht Jede der Poteoi- 
xeQim oi^f • . • , tal^ ana der vorangehmden, irtiWn ^lyn daiio dla 
Bzmlxaog 

Imt 

macht So meoht akjb fax der Geatalt der P otamrrih a n (1) aolort be> 
m ed d aar, daß aie efaim l^kel bilden. 

In der ganim Uahedgn Betnuihtnng lodert aldi mn TJaweaenCUchea, 
nenn f^(e)M0 lat Man kamt dann iiB.e|(w)A}BtatteiBlBnene Fonktlon 
ehifDhnn; dte Werte dlemr Fimldim blelbm be ac hrlnk t Ifir »»«. 

4* 
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IL AlfAnriiOlMi FAktkMPiu 


Min ertialt ucih in dkama Fhll Joirelli dnm ZyktH roa FotaosvOien, 
in dsn mir jotit andUdi vMa nognttve Potmuen von t wAuBuncn 
kflnim. 

Setst iiia]iT-*(t('~t)V* in die I totwkfch mgen (1) oin, ao (gAea. dltw 
in PotflnanChflD. nadi ffdxDchenmi Potaoaen von flbor, die mui 
PDianncMfef Rtikm Qonnt Wir hwwfchnmi dkae Potansaflwn mit Pf 
Satxt mm tlo nÜB in cUa cadchmig (I), { IB, ehi, ao folgt: 

f«!) -•,(»') jiy (•-«). 

1 

Da cUaae GWchong für tUe in dner Ihngobnng der SteOe • gUt« kum 
knoi in ihr ondi durch eine XJhbeiSiximte at enataen und ertriUt 
die Fak tc raadqgnng 

1 

In veldher die P, Pntan ar dhan nadi gdmchoDmi Batifwm yod. x 
ndt endlldi delai neg aüm i Kxtwnentm dnd. 

Die hier hsnitstB, von Pumux Utnmiflnde, fimktieiieDiheGretlKbe 
Hdrlehnng der IHstaovelhanantwliddii^^ P, lat iwor die nhifadiate 
und imtürifchate, aber ala liBt nicht «kennen, diB ea rieh in Wlxtikhkelt 
bei der ReUienentwIcldung um einn fti» x l §Ani tmi i$ Angelegapheit 
hendaU, und de gibt auch kein Uttel, die ^tensrelhon eOakthr «i 
harechniBn. Wir gebsi daher noch eine nveUe, nin alg eh ce i a dift Her- 
latomg der Fotenstflieaaihricklnng der elgafaraladien Fanktinnon. an. 
die in dleaar ahrfarihan Form voa Oaiiuwati atammt und fttr beUeblgB 
GmodkOfper von der Charaktarlatlk Nun gilt Die Knnvergam ^ 
Enflien wird daM aHeEdingi an£kv Betracht bleiben; da lit van. algO’ 
faraiidiea Stnndpnnlrt ana nninlHrr— ni und anflerdan dnrdi dto voran« 
gehende ftinkHcmenUiiioretkchB Betrachtung achon bewiaann. Ea handelt 
iUl Jetit ledlgUch darum, formaU FotanaralheaL Pj, . . P. anangehen, 
die nadi gdnxidieoBa Potauaa t«l « — # fortaefareUen und rein fonnal 
die GUdchimg (S) beModlgBn« 

Der Nmmar e^(j^ ln kann ln linearftdrtiorerf ariagt wenkn, und 
deren Invane kdnniBi, aimdt ala die Geatalt (ee+/^inlt baboa, 
ln geometrlaciie Hafhiw nadt x mtwickalt werdan: 

So erblU die Unke Sdte vtn (9) dld Gmtelt elnea Folynoina ln f, daam 
Kneflldentan Potenamlhen ln s, divkUart dnmh dm Foteni von -Xt 
aho PotaiselliBn mit «idlhdi vUan negativen Baponenten dnd. 

’ Daa EnrBLacha Lemma« lat P(Xt i) dSa Potynm ixM iw GmkÜ 
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imm KotffiäsuUu gmm PoimmnOm in s aM, 

" «Pi + •« * + «Pi** + * • •• 

nni mrfißi F (0, in wmd UHwfrtmiM Ftidormi mw im G m im ^ md f 
mU ^ + f «1»: 

m «) - fii*) • hoiA: (Ci(<). Ai(>)) - 1. 

ao mrfäU F{*, ^ 1« md FßJttoim m imtihm Graiaaklm in u 

Urm Ko$ffiaimim itm^dk ffMf Potmgr d km in m »M. D§hd id 

Bowola. Wir ordnan nach Potom von s 
-F(*. j) -27(0. f) + «A(i) + «■/.(•) + •• •. 

und maehwi fBr C7(Sii) und H(s,j) dea Anmin ■ 

i) - |#(ii + *t(ä) + «•&(*) + •■ '. 

ff (*.*)- ÄiW + «*1« + «**iW + 

Dabd aoUen dlo Polynatiia &(i)ib(a)f ... hflchahwa den Gnd 
die ... bSdiatana (kad f— 1 haben. Bfldm «Ir mm 

du Frnäikt C(«,a) *J7(«, a) und wj^okiai m mit 27(a, j), ao «faaltan 
iht ifao Reihe vtm Gleldinnson der Gcatalt 

(1) iiW*4(i)+ftWÄi-iW + '-+to(i) *•«-/*(■) 

Nehmen «Ir mm an, dafi «Ir fi,...,A.i nnd ana den 

ontea h'^l QelofaqngBn (1) achcn butfanmt haben, ao haben «fr nr 
Ti—iJnimiing yaa ft h* BBidi (1) flhie BertfanxnnnpgMchnng 

«iM J.(i) da ff3g» 1i iw Jü^nnm TOa Mehitm. dm Gnda«— llit. 

Dfaae äelchnng lat aber N*amiftipJi immer USabor. and a«ar ao, 
daObniidhihflchatenadle Grado^^l ondf^l haben (v^ M ode rn e 
Algebra 1, 1 80). Alao kann mui aUe ft and der Relbo na^ gwnSB (1) 
beatfanmon. Die mit ihnen gebildeten FuUuiralhen G{s, i) ndt ff (e, «) 
«erden Polynome ln 1 vom Grade ^ ha«, f, die fBr s — 0 ln fl (i) bnr. (i) 
flboigohai. Damit lat du Lcamna bcnvleasn. 

Sata. Jtim Polynm 

27(», a) — j*. + AjiP-* + • • • + 

4mm Kotffiämtm' PoimmtOm in n mU m miUek däm mtdhm 
PoUnm aM, amfiOi f e H t H n H j in linmriiMarm 

27(e, j) - (f- PO (I- ly . . . (f-PJ. 
mW i\, . . ., P. Polmmüm dni, imn fti» nmh Potmmn dm fe- 
' ilfiiilu fpWeWMi PBlMf wpn x foHmkmUd, 
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U. AlfobnivlM FnokHonwii ■ 


Beweis. dflrfm emiflhinan, äiB ili^O Ist, da wir sonst anstatt s 
nnr i-~'~ Ai als neue VailBlile efnsofDhnn bnndiai- Dia Kntwtclching 

wn Af baglime mit «,3^, wann A^ nicht ManÜnh Null ist. 

Stad alle A,"mO, so lat nldits so beweisen: sonst sei er die klehmte ontoi* 
den Zahlen Qffw sn A^^O. Dann lat nfftinhar 

nobel dos ffle i rhh a ltMn l nhen für mindestens ein f gilt FfUum wir 
mm eine neoe Yolndeilidia C dnrcli 

rin, so verwandelt sich nnaer Bolynom fai 

(4) 7?(e. 1) - + d, s^- £■-■ + .-+ il. s— ) . 

Ist mm ^ ff>0, und setst men 

so kann die Tnymniwr ncfali in ( 4 ) anrii ao gBKhriobai wetden: 

#(& ö - C- + B,(i) r“* + • • • + B.(Ä) 

mit 

Dis ^(£) fingt, aoln sie nicht Null ist, mit 

an. ist obo efaie ganae FütenBelhe in f, dam knnatentea GHeri llp(n) 
für mhidastnns etn a von Nhll v ara rh la dm i Ist Das Pedynem 

f(C)-tf(O.Ö-r + --- + «pC— '+••• 

Ist aho nicht gleich {*. Da andancaalta der Koeffirient von Nnll 
lat, kann f (0 nlriit die «hta Foto ns eines lineorlhktan C—e aefaL 
f (£) bmllit also wenlgatena swel vecschledene Waxsabi nnd llfit aldi 
dahsr ta swel tefleriemnde Faktoem seileigai; 

f(0-c.(e)'Me)* 

Nadi dem Hraanachen Tiisniiia aarflüt mm 17) und damit auch 
P(si,j) tft swel Fkktocen von dmaalben Gradsahlan wla nnd 
de ä en Fotsiselhen in j «hiH. 

Waiden wir anf die beiden Fkktoren von F(s, j) dleaalbe Ober- 
legmig an, to vir onrii dlaa Fiktarea weiter aeriegon tmd so 

fiortfihieD, Ua die Zedegnng von P(a, 1) In UneuiektocBn voDaogai lat. 

Sa ventaht ririi von albst, daB men das Varhaltan der Ftmküon 0 
b dar Thngsbong von w» oo gonau n nntersnehen kann wie b der 
Umgebong von w^s, Indan man itatt w— « m« jebit tatst. 

Dia Whiarina^^...,aiM werden dann Potenscdhai nach a nhlirigend en 
P o t a ns e a von 
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AnEiabe. l. Man f—Hmiaw dia AnCanMUador dar TWanMihwiiMiLwluhiiiiif m 
dar WdcmIii daa Buljntaaa 

^(ll. J) — J* UM + 1^ 

lOr dIa UmsabDiig dar BUla ««0. 

I 16 . RUmhuition. 

Wir bnndxni ini fioHgcudfla ofadp Sfttaw ani dsr BttnünAtiamthooclB, 
die ]etit km nuannnmgeateUt wäfdsi mflgeo. 

Die Reenltante. Zwei Balynome tnlt mdxatimintflii KuwCflilimlBü 

+4^ H + «. 

+ + 

be ritM n. rfn« Renitente 

dg Si t • • 


_ dg e^ ■ . • ^ 

" «b ^ . ib 

«• • >b 

ftg ^ ^ 

mit folgeodn Sigendchefton; 

1. Fflr Werte der d/ nnd 6g «bd RhO dann und nnr dann, 

mm antmder dg«flb«0 lat oder /(d) und f(d) einen Faktor f(s) 
gemolnnni 

B. Jedfli GUed von R bat den Gred m in den KneffMwnta n ßf, den 
Gntd n ln den 6g nnd daa Gewlaht (die Indenoimne dar Fbktonn ßf 
und 6g wiTmnnn) «!•«.' 

8. Ba gilt etne Ti!anrim der Gertalt 

Ä-d/(a) + Rg(d). 

in der A nnd B Polynomd in dn df, 6g nnd s alnd. mbel Ä MWiatmia 
den Grad m—l vAA B hfldirtena dn Grad n—l in s hat 

L Stad ^ 1 . . 6b die NnUateHen von /(a) und ijii • • «i i}b ^ von 
f (a), IO gelten Ifir die Paanitmito R eoch falgnde Anadrtdia: 

Ä - {« - 

“ ^ ^ ■ 

Unter der Renltante von awel hamogenen Fnrman in % nnd ag 
F (*)- db ^ % + •••.+ db aj . 

C (a) - Äg a? + ^ aT* ab + • • • + ib 



IL A%ilinilMhw FunktiawB, 


sa 

witflht num ehaiiilh dia oUffo Detannhiante X, Sio wM Null diuui 
mul mir dum, wmm und (7(j^ ahum Faktor gmTwtfnaam haben. 
Bai Vartanacbing dar Rntei von tx und % wird dla Ranltanta, wk> 
ana dar T Wmwiinanttwifnr m ]flleht liidgt, znlt (—1)** mnltiptÜart. 

Daa Raanltantanayatam alnar Ralha von Polynoman. Ha 
aalan /i(4)i*..i/r(j^ Folyiuma vom Grada mit nnbeatfamnten 
Kmrfflaiwfranai^, Dum gibt aaelnSyetani von Faniie&R|,...,Ra 

in den KofiflWimhm «i, . . mit folgmdan BlgenadiaftBOL: 

1. Ffir ipimlanB Warta dar ...,4L venchwhidaa dla Amdrfldm 
R|, .. .,1^ dann und mir dum, wann Ä, . . /r oinoa Faktor ynidnmm 
haben ote in allen dh—i Folyiiaaian der Anfangakoafflslant ver- 
aehwlndat 

S. AUa Gtiadwr von JS|, . . haben danarihen Grad ln den. Koeffl- 
riwifiti Jedea ehwrinan Folynoma nnd dajuelbe Gewicht in aRaa dliwen 
KoafflalanteQ m — 

S. El gdtnn IdentitAtai dar Gertalt 

in denan die Aft Folynaine ln dm' «l, . . .i e. und s rtnd 

DaaRaanltantenayatem einer Ralha von homogenanFonnen. 
Bl aalen /i , . . /r Foonm in 4|i j« mit nn b ea tliumt an Koelfl- 
aifaitm eju. Denn glht ea efa Syrtan von Focnun 1^, ...iRf 
mit ftilgan^ Blgenaduften: 

1. FOr qwwiiinft Warta der •••»*» verachwlndm dla Formen 
El, dann und nur dami, wenn /i. ..«i/r ln einem pamendan 
BnraitanuigAflrper alna nicht trhdala, dh. von ( 0 , 0 , ..., 0 ) vor- 
adiledane gemainmma NnllrteOa be rtta an. 

1. Rxt,.,,Jig rtnd bmnogen in dm Koaffldmtm ]adar ehnalnan 
Fonn • 

8. Ea gelten Identltltm der Geatalt 

ln danm dla Apft Fonnm in Oi, . agi . . .i a« rtnd. 

Die Hfldnng and daa NnHaetam daa ReenltHntanayatapia dar Polynome 
hsw. Fbrinm fi , . . /r nennt man anch SM m t n ßH im von x bnr. von 
am GMchnngm AmO, 

Sind dla Glelnhmigm bomogen in mahieran VoriUidai^ 

UehenraHim, ao ergibt die Wfminarinn einer ■rdelym ein Ronltantoi^ 

ayat am, wekbei ln dm andarm Reiben wieder bamogen kt, ao daS man 
die SUmlnatlm fu r Lnatam kann. Ea gibt ako andi bei Fonnm, die 
in nuhrerai ‘Vorlndedlchanielhm homogm rtnd, ein Reanltuitenqndem 
mit gana entqirechandm Blgenadhaltm 1, 1, 1. 

Fttr die Bawoka akha Moderne Algdmi ü, Rnp. 11. 


Brttt» Ktpdtd. 

Eibene algebraische Ktinren. 

Id dloBmn Kfl|iltd bedonten ic,y,BtU Unlwitiiiiint«, 17 , Ci • • • dBflBgen 
lunqjjeBi Zolilsn. Dlo dpUxt dnsifOhnndan. t imd « dul tlgebrÜKb« 
Funkttooen dner ‘Unboddmmto «. 

1 19i Ali^dmiidui Mpnnfgfaltigkdtan Io dar Bbea*. 

Et Ml fliii Syttan voi. bomofonoi GWrinmgm 

( 1 ) 

jBffihtn. DtoG 0 MTTiiholtdarPniiirtfli;dMBbanfl,dtodm(addiinifBn(l) 
Qomit nun ebo glftbMi$ok$ MmmtifeÜiißtiL Die GewinÜirit 
der FanktB ebor, die fliaer dntlgDa hnrnngenini Glddianff gmflfeni 
hdOt eine ägtbraitebt Kiir9$. 

Wir woDen salgen, ddl jade algobniidie Ibindgbltlgicdt in der 
Ebeno ddi «ua m mfln tota t nue obior tlgDfaniacfaai Enrve imd aodlich 
vkdan (dntoben Pnnkton. ZudtmZwa^büdeowirdengrOBteopDiein- 
«miai tdlor g(y) dar BolynonQ fg, yjj und aeiaai 

Dlo LOungan Tcm (1) aetsoc ddi dum uuunniaD ani den Ponkten 
der KtirvQ 

W iW-0 

tmd den LAeniigBa doe Sswtemo 

( 8 ) 

Dalnl die Bolyiiome A^(>) den grflOten funehmmaQ Teflkr Bisi. 
Botneihtet man tio alt PalymnnB in ndt EnwffMimtiai, die xatknel 
in ond fi ao UBt akdi dar grdto gamebieEUDe TaUsr hAtLimtlkh 

ab T inae r irfww’Mrtortnn doT Folynaoui aJbat daiftoDflo: 

jamrUknal in ratlaml in y^ und y||. lieeht man 
■b dordi Mnltipllkatkm mit dom Hai^hManor k(y^,yi) guanHonal 
in y^ tmd ao orhtft man 

W B(y^,50"^W^W + ”*+^W^(y)» 

Sollte y!i) iddit .honugm in yb, yi Mtei ao ancha man ana 
k(yb. yii} db OUeder «hua ImUm Gradea aniy db dn bomogmaa. niebt 
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HL Vbmm ■Jf utg miriui X^trf«i. 


mvdnrindflndM Myaom 0 (^, yj büdaii, imd Bichfl atrf der reditsn 
Sdtn von (4) eboi&lli dlfl Qleda'dMwIbanGridaihBCtiii;iiiaiiertilltBO 

Ani (B) folgt, dkB aOfi LflmigBii da gddmngM yi t auM (8) gldch- 
floitig Ltemgoa Ton 

rind. Dtttw hnrnngena GMdnnig bettimmt atar mcr «ndlidi vlelfi Wfl^ 
da Voiilltiilaa ik-ih’ BbaMQ findet men oidUdi viele Werte fOr 
f2i:^ iiiid%:ih. Ala hat da ffleldiiiii^^^tam (8) nur ep^dUdi vlolo 
Lfleangen Piea niadmn, «oannnen nrft den PimlrtaD. der 

Kurve (I), alle Lflaangai da unpifingUdia Glefchnnguyitana (1) ans. 

Zeriagt man daa Botjrnoai tu famdorihla Bhktocen 

fW-tM •••!■()»). 

m ariint die Kurve (IQ nflentar ln dte krt imt b l m , d. h. dnrdi lire* 
dnaihle Fonnea defliilertm Kwtm 

tW-O, .... |i(^)- 0 , 

mrfmt ftii eJüiMUb (1) ^ mßkh «Mf 

Kimm md müBiek -vMi t i nitht Pm Ut , Ba kaaxi ateb 
natfirHnh anoh nur um Kurven oder nur um efaudne Punkte handeln; 
aiidh kann dar Fkll e lntr e te n, daB du Glaichnng ay at mi (1) flbedunpt 
kaitie Ldam^en hat lat adiHeflHch du Gln te hmt g ay i te m (l) leer oda 
änd alle /p idwitiach Null, n lat die dadnreh de flni arte Mann(gfitltilgfcBit 
die ganse Kh ft i*. 

Btoe Kurve f(i7)"i0 entfallt mwaidHch vlela Punkte, Denn maan 
at^ ih in dem Potynom f( 9 ) vliUlch vufkammt ao definiert die 
Qelofamig 

8(9) - Oh. th) “ 0 

fttr Jeda Wartevar h älfnla fttr wridha eiOh. >h) 0 bhdbt, ndnde- 

atma einni Wert (und bfläitana m Warta) 

WaMi tim Gltitlkimg /( 9 )"» 0 /Ar tBt cim fmi dU (i^KdUhUmtf 
tMtk witU) P mM t itr knii M m Kwwt gfj ^) » 0 gOi, widiit Pom 
/()0 darah g (y) Mtr, Dom aonat wlren und g teflerframd, und 
dura wflxde wie oben folgm, dafi die G]ek)faiingBn/(i;)HO und g (17)^0 
mir owTHfih viele TJ u iiy ii gametanam 

Der latita Sali güt audi lOr Hyperflldttn hn Saum (aowle anofa 
ln affinen und jnelnfadi pni}efctlvea Hlnmen): 

SmsnrBcbea i;emmai). fimigaämMy mm inyi,,,nyk* Wmm 
§ß$ (tim ftd oBt) Uk m g m im im än düti i Ci t i ehmgg^) m 0 aial Üt 
CTrfaltaaf / 07 )»O htfr i t d g m, »id im Peiymmfis^^ iimk g{y^ Mm, 

Q Dm finmnilMi iMama Id afa %MeklfiT1 da Tftumagi en Wa ftrfnlWv 
Mtn (Moitanie Algrtam XL Kip. 11). 



1 17. bar Gnd 


Korva. Dm Bat» von Bnoor. 


6Q 


Beweli. WAim t{^ und g{^ taOarframd, lo w&tdfl, angononmiflii, 
doB y, tu f(y) «jiUicb vra^imi*, die Renltaxiia -S(yi, .. 
vaa t{y) und g{y) nidit idsntlKii vuradiwlndfln; und m uln 

(fl) Ä()^-«(y)/(y) + J(y)f(y). 

WlbUinAnnnni^»...,fjg„i ■>. diB 12 (ihf ^ ^ 

KoaffbdoiLt dar hOdiitBaPotsnji vtXL y.iiLf ()^ fllryi H 1^, . . . , y, M _ 1 
^Mniblla nidit vancbwindat, » kann inan 1^ au dar GMctumg f(ih. ... . 
jjj.OboitlixnneiL FQralla (oder fut sBa) aokheih,...,i}^„iid dann 
auch alio vendnrindet ln ((Q dlo ndita Seite, eher die 

nkht, wtm dnen ^Idanpcudi oiglbL 

Folgerung. SkBm ü» Gtääumpn /(i7)>"0 md r(i 7)"'0 üntlbM 
EypaffMm dar, w adw» dif FamiM /(^ imi g{^ aM eaa diMMÜiw 
üfTadKdUaM tttuMidl wiü andafwa aHMaiaMii. 

Denn Jeder inedmdble Fkktor -nai /(y) moB nach S ium a di an 
Larmna in g{^ fo rtfanni a n und umgdoB^ 


1 17. Der Qfmd einer. Xnrre. Der Beta Ton Bekout. 

Sind Ci,....& vendiiedena Irrednathle Fcuxnan ln y^. yi, y^f n 
dellnlart die deidhung 

dkoBlhe ebene Kurro wie die filwlAimg 




Aoadlanm Grunde kflnoaiirir die deldinng einer ebenen Kurve immer 
oll M von mehrfachen Faktoren anneinnen. lat daa der Fdll, ao heiBt 
dar Gnd n dar Form f «fi&.ogi der Cni oder die Orimmg der 


Kurve fMiF’). 

Der Gnd hat auch eine gaametrladie Bedeutung. .Srimeidnn vrlr 
ntmllch eine Gnade mit dar Kurve, indan wir Ihn Faiamotecdazatallnng 




ln die Knrvaogleidnxng g{^)"^0 ebeetam, ao erhalten «Ir offiwalcJitHch 
efaiB ^ekhung ««tea Gndea aor Boatfanmung daa Veihlltnlaaaa Jli: JUi 
alao hfldiataia n Scfanlt^onkte, Cilla nidit die GWdrrmg IdentlarJi 
vexKhadndet, ln «dchem FIbU alle Funkte dar Genwien auf der Kurve 
liegen. Au don Bnukeulien Tiemma folgt, daB ln l elalor am Fhll die 
GeradeogUebung ala Fhktor in der KurveDgUdinng mthaltm iat^ 
Wir iverden hn nidiBtan Fangnpban aal^ daB ea tauner Geraden 
gibt, ipekbe talilditirJi n vendüsdene Sd inl Hp on kta mit der Kurve 
haben. Dar Gnd % dar Kama id ätao Ha MaHaadmM (krar Sd m it i 
^DffJda md atttaa üa 4/ia adltdtaHan GatMia$^ 


I) OdigaiBUi MBt aaeh te Grad elaae Pn J yiiocMi / mit »■*»***■«*■" 
Mdma dar Gnil oder dia Onhmng dv Kom/^O. Tm InortiMlHIaa Tlmhinrt- 
taPa dg Ehraa imdm. daaii mahriiah p^hh 
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Wna tuBmt irlcbtlgB Frige iit dis mub dar Awbl dor Schnltl- 
pmikta vansvd flbflDfln EiirvBa/(if)MO nnd f (^) m 0. DleFocDun./(^ 
und g{^ uekoi tBOarfrooid; dum ioä mch f 1 jedoafallB nur andUdi 
viele Sd mittpoi ikte vcriiuidba. Dar Sßti wom Bunirr 

bangt ™n, dnfi mnn dian Se hnlttpu nktc mit nalcbm (ponithaDL gtnx- 
ubUgBn) voiohai faMtn , d&B dla SmnmB dlow Vlol- 

fadihfltten fßäeb. dom Fiodiikt «*» dar Gtudaüilnn dar Fcxmcm / 
und f bft. 

tbn dlo Sdmlttpimkto nlgafanlKdi su orfuMQ und Oire Viel fndihd teil 
n d aflnto raa, betnehtan irir i«el imilchnt unbeatfanmts Punkto p 
und f und Ihre Vei Wndnn^faiin in Buaznaterdaiitelliiiig: 

( 1 ) 

Setiaa wir (1) in die Knrvanglalchtingan oio, ao oriialtan wir iwd Fonnan 
van den Grudaa m und « ln jl« uä daran RanHanta JZ(^, ff) nur 
von p und q abbingt R{p, varnefawlndat dum und mir dami, wann 
die Veibhidnnfdinia fq dbuan S duilttpm ikt dar beiden Kmvon enthfllti 
■lio wom efaie der PeterminimtBn 




h. ** 


A b h 


lf* «if flf 


fg mh w iu det Noch der Folgorung aui dom Srunyidien T^rnma. (| ifl) 
folgt danna, daB aicb nna danaalhan Irmtoriblai Foktonm 

an a mmena a l a t wie dna Produkt 


Ea lat alao 

wcM a nidbt von p und q nbbflngt und "h 0 lat doflnlanm nun: 
tf, iat die oder den Sdmittinioktai ijM von 

/nO und /«O. 

Da Bnoonradie Sati beogt mm, daB dfo Sn ao a der U M pi MH Üm 
tBtt SkfoiAHI^fMihfo glelW^ w * w 

(6) ^0^ — w«. 

Um Um au berwefon, braneben wir snr don Grad vm R{pt f) ln don p 
Sb beatfanmai. Seira wir 


/W - /C«i^ + Alf) - a,;^ + ai jf jm- • ■ • + abi? 

f W - f (Ae^ + Aif) - »,« + M"' Ae + • • . + iwAj. 

00 lat )eda a« jadeo bomogaii vmn Grade k ln den Da dlo 
Reanttante nadi |10 du Gawleht m-n bat, kt de bomogm 


1 17. Dar Gfid oliMr Kum O« Satai voa Bnon. 01 

vom Gnulfl wf» ln dtti^. Daniu la4i;t wegen (S) ■oJbrt 
tnng (1). 

DU o; tUd i m aHmü W TtmMfom^ioum. 

Bei efaur projekttvea Tkantfoonatiaa nlmlldi, welche ln gleich nr Wehe 
Ulf dlo Piml^ witfct. bleOben die DetarmhiBntna 

bb Ulf dnen koaitantBu Faktor faLvaiiant, wlhnnd die Renl- 
tante f) odion in Invarlmtiv Webe gdiDdet wnido. 

Fflr die attiktfve Anewertong der MuldpHaJtflfen ezlatkrt ofaie 
Reihe von Methoden, fUe dnrdi Spodallikning ana des Fbnnel (I) 
bfligeldtdtwenlenkacinoa. Sotan wiriiinlidiatl«Hl,jl|Ml,^M(l,»,o), 
f-i(0,f, 1 ), alao nach ( 1 ) 

»b-l 

ao wird die Raanlhuitc vtn /(l.w + filtA) tmd 

nach jl, nnd nach (I) wird 

( 4 ) 

Man nonnt iVC«»«) die NrnDaoka BrnikmU, Ihre Faktoneriagnng 
goatattet eino dlrato Berachnnng dar MnlHpiMtltiiei o^. SetM men 
db SpealaHalernng noch weltor fort, Indan man fHO artet, ao arfalU 
man db Roanltanfca von /(l, «i f) nnd f (1, % a) nach a; 

(s) 

Sb geatattot db Baathnmnng dar o, mir unter der Annahme, daß keine 
cwol Sdndttpankte dtiaanlhe Verhlltnb : ifi hahsL 

Db Fdrmflin (i) nnd (ff) aehen iwar leoht idniiidi ana, doch geataltet 
akh db praktbi^ Bocechmmg von MnlÜpHrttHm anf Gmnd dleaer 
Formeln rooht mflhaam, eratani wbU db Ronltanlen ginfle Datemdr 
Ttanfcnq gfa^ yoT ■llam aber dämm, woQ b ab dar gu» Verianf 
dar Kmvtn /«O tmd g^O rtngoht, wlhioad db SdmlttmnlHplhltiU 
b Wahiiiait mir yon dam Veriiilten der Knrvon b dor nnmlUalbaran 
Ihngabonf ebea Schnlttponktoi abhlngt Dtaaea anm Anadmck in 
tarbgm, bt aber nnr mdglbfa, warn ipin db PDasuXBchea Reihen« 
oatwlGkhmgan der algahmlachea PonktloiiBn harandefat Wir werden b 
ifO dannf aarffekknauxun. 

AsbafcwL 1. Db yWflMhhdtaai du Hnhrtttpantta rtna Ouadea adt rtear 
Kinr* dbl dbnUaawb dio ytaUMUMUai du WuiuIb du GkWneg, dli uan 
«MHi mu mtB rtna Kbudlnata aaa du Ou ad ughdahneg ■sflBit and la die 
Kinrwi|ldaluuig ibaabiti 



ni- EbsM il^rindlMlu 


L Wm dia (SridungiM f"» 0 «nd f ■■ 0 , DMdi aMrifHidaa Bo<wmi ▼!».% 
IM u rdiiat^ wo ni&Dapn; 

m iifc dla lfiltl i JMti t da fln hji mjiu ii h lai (1. Ml) glitah 1 od» gritf», jo naahd— 

«i^+Oiod « -0 Irt.' 

• 

I IB. SuliulUjHiiiktB Ton Gomden und HjpecfUdien. Poldren. 

Die ScbnUtpunkte dser Gondfln ndt einer Kurve «e-tm 

Gndei oder eTl ge in dii e i mit ebs Hypolllcbe dee Ramnei irsdon 
am *■"*■»* berndmet, indem man ebe Bue m et a rdarateDiing 
der Geraden: 

in die Cl el diiii ig der Hyperfliohe /(i7)»0 ehieetit Han erhalt 

(1) /«if + M— »?/•+?-' Vi + -'- + J¥/«-o. 

Dabei tat /•»/(r) vom Grade m in den r, ebenen fm^fiß) Grade w 
in doif^ irOtaiaid homogen vom Grade »--A in den r 

tand vom Grade Ata den «tat DleAiiBdrtd»/i,/i....,/ahBlfieaJl^atar«H 
der Fbnn /. Dir BlMnTupgpiiiii oilunt, nsm man ^ Unke Seite von 
(1) nach der TATLOBachaa Beihe nadi Foteoiaa von A| antwlckett: man 
^Indat^ ivenn (Ue partielle AUeitong von /(e) nadi s« bedentet: 

/.-/« 


Anc^ die Byperflidhan, derm fliwUiiiiiigMi bei e imd vartaUem f 
dnrdi /i>*0, /imO, . . . gegeben vratdeOf noont men Pahren, imd nmr 
k^B & mtU Pohn dea Fnnktea i, /«»O die a m& h§ t niv. Bei fertam r 
und variablen e dagqgai tat /i»0 die Polare, dlo 

(ap-<l)-te .Fülere, wir. von r. 

jai pgß aAur eAMMi Kerw tatawuii die dar fPiaradH 

VM D) fliül dw ie 1 17 dtHtiltHtn ViMMolÜkoittn itt SthttUköwuüdo der 
KeraemÜ der GMwdtarah. Bewidar Pta ReBaltftnte^(^,f) von f 17 
tat ta d ta a tan PUl die HiMnitMi** einer lineazfarm in imd einor 
Fonn a»<ten Crftdee: de irtrd beEOdmet, indem die eine ^EFmaal der 
TJnnatftain ta die Fbcm ee-tai Graden etogeaetit irinL Die Woml der 
lAnearfapta gabflrt an dam S dmÜ tp nn tt der Geradoi ff ndt der Gfv 
xidai f e; dewr SdmHtpnnÜ tat ln der Beeelclmimg von 1 10, Auf- 
gabe 1 




IlB, Ba hnlUyan ktB von Gtiton vad HjpodliolMB. BdIkbl 68 


Setan wir Ihn in /(Q ofai, so orhaHan wir cUo gemellte' Remltante 

i) -/((#»') »*)')• 

Sie lit dnrnnnch ^dch der Form /(Air + iU 4 ^ 

Wmn demnach die Foim ^ linaarfaktorgn 

ndt den Vlelflidihelten «r« serMt, eo lai&t Ä(^i ^ mhpechend in 
linaariüLtcrai mH den gtntehm VldiadduHan, wu m brnntan war. 

kennnha imn mr praktimhan Berttnmnmg djeeer VialfichhflHnaiv 
Bla Whisd der GUdnmg ( 1 ) lit A-fach. wenn die linke Seite der 
GleA^img dmcli A{ teilbar let, oho wenn 

( 1 ) /i^ Of /jmOi • • /*_i " 0 

gOt Donme folgt: Bit 

i 0 Eyptffl^ke / » 0, wmm füt kim ti d m m tmüm PimM t M mtr 
Cine^edw^ dtfe tilelokttNigeii (IQ golleei Dlo ante dkesr Oelcihmigan ngt 
mir «a, dafl r aiif der Hyper flflche /—O Ikgt DjbaaderaadxidderBelbB 
noch Fnev, qiiadmtlech«...i vom Gtade in e. 

Snd die Gkririrnngm (I) idiiHmh in e erlDIlt, edmekkrt olm fmU 
Gerade dnrdi r die Knrvo im Ponkt r mMnimi k-fudi (eleo nkdit not- 
wmdig genau k-fidi)i eo heißt r ein k^aaktr P m M öee HTperflAahe. 
Znm Bdüplel belBt ln dteeer BeakhmmgewelBB jeder mahrftiriie Punkt 
mch Doprpalpankt 

Hfaie Gerade dnrdi den k>faolun Pnnkt f, welche die HypsfUdie 
in f mehr ola k-fsdi edmoldot, heißt eine rewfo tf e der Hyperfllriie 
iuf. lit g , eine edche Ikngente, 10 gßt fDr Jeden Ponkt e ¥00 f anfier 
den (äelchnngBn (S) noch die Oeldfaimg 

(8) /*-0. 

DU ^ f UUm elw §tm KtttAypmfiMi, denn fflridwing 

dnreh (8) gegebon tat Ble Glakdmng tat tem Grade k, der Kegel alao 
hflehatona ¥om Grade k. Im Fall einer dbeoflo Knrvo »rflUH der Kegel 
fax hflGhatena k Geraden dnreh r. In tUtm h-imkm JMta dmf Am m 
Kam ifk m ämt kS t i M m t k Tmigmimk 

Ttw fflJI ßArum wtnfirfiHn TWilrtoa fffüTIf ^ wtnn Tthtin* m4t fUr fafTWirmg 

dar. JJU Tmi§mim m tkm tinfm Ü m PwnH f $inm BypmfMi iU§m 
§l9b 4n akur B y pmbm , itrm Ko^fUdmdm imtk 

W «*-8*/W 

pgwtag ML Dtaae heißt dld Tmt MdkypM m i , Im Fall efaur ebenen 
Knrvo gibt ea in etnam ahrfedim Pnnkt oIdb efaodga, dnreh ( 4 ) gegobene 
Tkngonto w. 
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in. Ebona iljilwhnlM Karwu 


Wir fragu n™, wdche XangBatm min ani afaiam Pankt i anfloriiiUb 
der Hyperflidie ea die HypeäfldiB /mO slehea kenxL let f der Bo- 
rflhmnpiiiiiikt eäier' TluigeDtB, lo znflaen die delchiiiigea 

{S^ /.-O. A-0 

goKen. Sie Tom Gmde «i bnr. 1 ln r, Sb rind aber nicht nur 
ifarm erflUlt, f der Berflhmngqpaiikt Tbngente, aoadctn ench 
denn» wenn r ein wwiTirhehar Ponlrt der HyperfiÜche /hO lit. Um ela 
Tiahor IO etodlerai, Hanken «Ir um den gqgebeon Ponki ■ ln den 
Pnnfct (0, 0, . . .. 1) Wnringnliyt. Dia OeU^imgai (0) helfien dann 

(6) /(f)-0. ^/W-O. 

Warn die Form /(i^ vm viritinhm Fkktonn frei Irt, haben /(e) mul 
Ihie AhUtnng ni^ bekanntUidi kainen .ganefauBniaa Füctor. Im 
Fkn eiiier «bim Knrre haben die bnldiBi Knrv^ (6) vl(do, 

pfanlich hflrhehme «(«—1) Sc hni t tpun kte. Jfe« kum ebo Mt shm 
PmiMU f m tinß tbmt§ Kmu m i m Q h im UoUeMa«(M— 1) Tef||Wi/eN 
liakiw Are wmU 4U DoppdpmMs der Atm, tM 

üs S i k ii i Up i mk l t iw Kww$ n0 i^r wäm Poleef det P i m k im t. Ine^ 
bemdere folgt, daB eine ebene algebcaioDhe Kiim mir endHch vlolo 
Doppdpunkte haben kann. 

Dia OddnmgKL dar Thngenteo ana dem Funkt 0), 0, . . 1) an dt» 

Wyjiwrnai*Ay^n fltAl- mm tnAwri mw mnm Am halHwn radrfinnyn (0) 

die Kenttante nach fatalldaL Ifeu nrtilU'frfnn TTiignniyiinrnifhn ff (r, 

fa^i) vom Grade MtM— 1] mit der S|[dtae ln tM(Ö,0, 1). äe or- 
leagBDden Geraden SagülM dnd die Tkngenten oder geben dmch die 
roehrfmhoi Punkte der HyperAtefae. AUs ihrigm Garadea darah de» 
PtwÜ M eeftfieib^ die Bypwfldth§ itt wt eeraolUMefieii PnuMwit 

Anfiabm, 1> Die Polen dni PuUee r ln Innig u£ die l-ta l^okm 
dnMnm FaUn kt die (I + Q-ta Polua von f. 

I, Die Me Pohua -voi r In tanaf mal die f-ta Rikn van f let gkUi der Man 
Nero Ton f In beng uf die A-te Rdan von r. 

I. Iit/M — £JSf£aij...tat eii ■> dnd die aDkaarirea Pokna gfam 
Peaktn r «hneh 

A * II £ X . . . Zeif . . . f ri 19 • • • 4 

A " “ 1 ) .iriry 4 * ■ ■ 4 

nw. i^tebn. TtfL dun db RJamiUMode dv Qnadzftanl 

4. D« KoardlBntn iflingUMiaht (1, Ol 0) bk dun and nu dann ein A-Canhor 
Fnkt dn Xarra/i-0^ wann bn PiljiMNu / die OHeder bbbo, doren Gad ln 
nd A Uetaar ab A leb 

I 19. Ratlonele TTanafonnatlon Ton Kurven. Dia duale Kurra. 

Wir qnohen von einer Tnrnt fomaU o M efaier Imdnjdbkm 

Kurve «am jedon Punkt 1 ; dar Knive (eveDtoell mit oodlloh 
vlefan Amabmeo) ebdeotig eln.Pnnkt C der Ebene sqgB0fdbrt'«lrd, 



I IQ. BatinnMln TtiMgnrmatinn i«n Aimn. XMt diuüa Snmi, 66 


KoordlnatsiivcrhlltiilHD ntküiale Ftmktianan dar Koocdliiatai- 
verbflltnlaa da« Ptuktaa ij dnd: 



Schreibt man die Fanktkman f vnd f oli Qnotiontaa vcn mtlo- 
naJen Panktknoii bringt bIb anf don HanptnanoBr mid nmltl- 

pliadort ZOhW nnd Nemier nodi ndt ghwr fwwlMi Foton Ton 
n wild au (1) 

Ci 

Ih-y 

b *(!*«>«) 

oder anch 

Die g{ rfad Fumon gUriian Gzadoi, die nicht olle drei dnidi die Form f 
tniThf ffnrf, da ooiat die VeriilltaiBU (I) iwihwUmmf wonlen wflidoL 
£a kann aliaraiidlldi viele PnnktD 17 anf /«Ogeboi, fftr die 11(17) —fl (q) 
— fi(i7 )— 0 aufUlt; die BUdpimkte C dleur Pnnkte 17 mtüsa domi 

■ li ■ ■ I !■ ■ ■■! i 

Ull FrCniT P^” ^ 

Sati 1 . Bd dm$r rdic n dm TmuiomMliM (I) dtut kn i ndhi m 
Kim» /— 0 U»gm dü BÜdpmM» C alb m/ »kur kr» iiuf b / m Kmv» 
k— 0. Düt» üt »i i$ d »i d i toWo ia ri, /«Bi nMt im Pmki C du k m äaH i w 
PrniMid. 

Zcm Bewriu fflhron wir acnlchit den Begrifl da« »Og fm dntn F mk la 
einer imdudbloi Snrve /— 0 ein. Be nl eine Unheotfamnte, e» eine 
dareh die «ulrimtnj daflnlertB algohcalache Fnnktlaa 

vom». Dann nennm wir — ebeaallgaaiehioiPQnkt 

derKnrve. (latawBTkBin.FtiDktlmShuidaiKBp..l|dadleKoardlnatea 
vrm f nicht Tahlan, oondem algelnlKhe P^mkUanen rind, aber 

wir doch f al« Fnnkt bahendafni al« utne Kbadlnaten 

•gUnvite eiiua E6ipen «ind, aho doi algefaralidiai Recheniegeln 
nntentebaLi 

Ser aDgomebie Punkt hat die folgende Blgenachaft: TFomw dn» 
hom op iu GbMbNNf g (£•, mU ko ndmt m Kodhdtdm für itn 

aflfWMlM» PmM i^aoidiU Form g (%. imoh f{x%» 

btfkar. mi Mtr giU ü» GM tkmig g(i 7 eii]!i< 9^"0 n 

darXwn, Denn du g(l.«,a>)-iO fidgt nodi |U; dafi g(l.w.«) dnxch 
/(I, W>i) teilbar lat: 

g(l, W. «) — /(l. W> iO f (^1 ^ • 

kCacht ifu— OekhuDg homageii, «o folgt die behauptete Tollhaikelt 


06 HL Ebafl iliriiilMliii KiiriMi. 

Dlfl TnHniMU TramfannitkiL ofdiiet dm «T^gmahtan Pnxikt { 
ofaien Pnnkt C* oiit dm KoocdliiEtai 

cr-i' 

SL Cf und CJ dnd algebcalidie P^mktioiim van ift aln hat du Syitam 

(ff - W ^ iiiiiif d 1 El gibt mtt mi 

Mtan: Bbtwadsr (f , rind beCda algebnladi über dem Kcnatantan- 
UrperJt, ahOidadkaarelgBhraiKhabgfTblnfiliti KmatmtmaJC; 
odflT atne dar hdden Grdfin. atm Cf, iit tnnamdait und dla aodere Cf 
efau olgabnladie Punktkn von Cf • latztan FbU. baetaht afaia. ehnlge 

Inadodble Qoldmng k{Q, Cf)**0j oder bnmn gan ^nadit: 

A(c:.cr.cj)-o. 

Midi dar Be d a i i bii ig dar C* bdfit dai 

m *(«.(«). &(«).(.({)) -0. 

Dia GfaWnmg (8) gDt fflir den oIlgBmafaiBa Pnnkt f, ako fflr ]edaa Punkt 
darKurTa/^O. Somit gilt, wm dla C gemkB (>) IjaaÜmmt dnd, famner 

iHn (]ll<A4innj 

HC.. Ci.Ci)-o. 

Danilt kt Sati 1 boarlcaan. 

Sati 1 gDt, ndt aiiiar Andanmg, auch fllr nthaiala Ab- 

MiIiibjbh vtn HjparflIcbBa fai 5.. Auch Us gibt m alnaa i ngnm a h m 
Punkt (1,%, ...,«w~iiaf)i deaaL BUdponkt (1, Cfi><MCf) h O ch a hw a 
dan TmTMiiiiiliiiiniad »— 1 hat Ba gibt alao mittdalmt oiziB fno- 
duolMa (iWnhnn g Jt(Cf, •• .,Cf}""0 und daher oioA im- 

Hnrfhiw HypwfflM*** h{Coi • • •, auf dar alla BUdpunkta H^gao. 

Im FIdl doa Ttenmodeo^iadaB a— 1 gibt aa aogor gnMü aba faiadudbla 
Ifyparfllbha, abor ea dnd alle Wsta dea TtanoaaQdmgndea von 0 
Ua »—1 mflgHeb. 

ffln «IchtlgBa BidqdiJ aber ratknolan Abfatldimg afaiar Euiva eridlt 
Dion« Rum man jedem Punkta ^ dm Knrva dla Knrvtaitangsito f in- 
oidnet und a^, a^ ak PunktkoonUnoten ln einer « a aHai Ebo^ 
dm dualen Bbana, in&fit. Dla Glrinhungen der AbhÜdung halBen 
nadi|17: 

1 ^: ^5 

Unbeathnmt wird dk Abblldnng mir in den endUoh vlalan Doppel- 
punkten. Knmtant dnd die VariiBltiilm dm a nur dann, «am dk 
ifflM t an ta Goiada a olle Komiiptnikta i; mithllt, ako «am dk Kurve 
ein Gonda kt In allen andeiai PIDan Ikgoi die Bfl^mnkte a.in dm 


£( 17 ^^ 
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EboDo nflch Sals 1 tnf diur ttadgai lirodiiiflilai Kurve, dar 
dnaien Kw9» A(v)«0. 

Den Tugenten ln den ehrikrJimi Pmüctan der nreprfln^Wimi Kurve 
entaprecbea Punkte der ftnalnn Kurve. Wir «ecdai iber Bheo, deB 
auch Tungokehrt den Ttangnton der dnalwi Kurve Punkte der ni^irfing- 
Uchea Kurve entepred». Ea gilt namWdi der 

Sati S. Dis iusls Kwu iw i ml m Kwu id Hs nn/rfleigWflfca. 
Efititriski iw Tmigmis imriiw P u t M « iw imslsH Ewss, so s ut t ^okl 
iw TimgsrUs in s iw Pm M ij. 

Bowela Be mI £■■(1, «, 00 ) wieder ein aJlgenyttner Punkt der 
Kurve / » 0. Denn gilt 

/tft» ft,i W " 0 

und dereni dnrdi DUfisrentletkni nioh % 


+ fik/ w • • Äfi - 0 

oder, wenn die Tmgente Im ■Tlymahim Funkt { let, 

(®) + + 

Weiter gUt, de die Tkogento den Pnnkt aeDat oatbBlt, 

W ^ ft + ^ ^l + «t * 0. 

DlKoreiudart men (4) nadi u und anbtnUert davon ao fidgt 

(B) «.der + M^ + M<“0. 

(B) lat IO (8) dnel, wlhrend (4) in lieh wibst dnal lat. FOr v* gQt die 
Gkdehung 

Bonldmet nun die Thmgenta dlaaer Kurve bn Punkte v*, ao galten 
analog 10 (8), (4) die GW i A i in gan 

0) 

Dleeo den Punkt ^ eindantlg; denn aonit mflBtai alle 

rdhlgen UnteidetarflilnBntan der Metrie 

\itt i*! iwt, 

varwrinrinden. und daa wflrde haiflen, defi 

3 v 3"® 

ul» die Veriilltnlaw af : if : < konatent wlien. Wir ahai aber obn, 
deB dng mr fOr Kurven 1« Gndaa der PaH lat Abo atfmnit dar 
durch (0) ™d ^ baadunnte Funkt dem dnndi (B) und (4) be- 

aüuu n taa Punkt ( flberahi, wu man durdi db Glrinhun g a n 

ifti-äei-o 


), 



m. Ebw ■l^■hra^■nhn Kkmn. 


nwMMIrfcmi Iruim. DlOD Citirhmff in goltm obOTi da hIo (QF doi oll- 

gaoebm Knrvaapmdct gdtan, midi ffir Jeden qxBkülcii Kurvmipntikt 
Entiprldit dio der Tkngeiite ln ff der Pnnkt t dar cl u u lan Kurvn, m» 
ntqrkht der Tangoite dlflwr Knnre lin Fonkto V dOT Punkt 17. Domtt 
tat SetsI bewtam. 

Wir mdm fflr Soll S qiltsr noch irfnan, RWulUni Bomita ffobco, der 
auf äa PtnavuaclML ReUunantwleUiiiif bombt und der fOr dlo Tan- 
gentm in den irMhrfarfMn panktoa ndt gDt Dar oUgu Bowota tat alior 
elanailaiar und Ufit ilch loldit enf ^yporiUebon flliortmipau« mlmi 
dloB flbodiaiipt dne dndoatlg beetfamntQ dnnlo Hyporlllldio Mixt«, 
«u nldit dar Fkll tat Stallt a. B. /i-O dno abwlckolbuni KeiHpi- 
flgcba odtf Kifld fan Sg dar, n hlliloa dlo BUdpiinkte f 
der TingenttatabenoL lin dmlon Baum nlcbt dno inodic, «nkini 
nur dne Kurve. Dto Qbwkfcalbaion RqgeUÜleboa dnd nflnükh tbt- 
dmdi daSdtft, daJS olla PmiktB dnor BEKugondon dlonlbo Tlinffni- 
bodt», w dtfi die TengwiHalohnnp ln ofaum angandimi 
Punkt f nldit von iwd, nDdem mir von dnem Puumotor algdxntadi 
■bhingt 

Dar Grai dar Ana\mn Knrra tat ghddi der Mudmalnhl Ibror Sdiidll- 
pnnkle mit dnor Geroden, oder, woi dnmnTho tat, dor Uuhuataalil 
der Tjan^atoD, die men sni dnem Punkt f dor Sbemren die unprflndlrhu 
Kurve dehen hmn. DloBZobl holflt die JQoim der Kurve / mU, Nncti 
|18 betil^ die Kbun efaur Kurve w-ton Cndw hOchetene 
und de tat dann Udner, «am die Kurve mbhrtarho l^unkto Mixt. 
Um die Kleae geaener lu beredmen, nmfl men «Im, «kivlola SchnlU- 
punkte der Kurve ndt der Pdere otnoo bdlobJgpn Pimktoi vnn dni 
v WlirJMn PmAton «hMriJart imwAai. Doi Ulttol dOXU gobon dlo l^ltCOX- 

refl«iwnt«lAhmgm der Kurveai«olge, dlo «Ir fan nftcheton Poragraphen 
onefthrildinr be^precfaaii «erden. 

AtrfpiMw. L Jvtar Do in w ipenkt tat dn mbdiBlMia nrdtaditf Hefanlllifuht 
▼an Kem and Potan nod vBXligart dlo Xtaao dihor ttm mfavlalafii 1 (VRt. 
117, Asltata. 

I. Eine hratadble Xerro I, (Mennf flTnptanfcnllf) hat dta Ktaae I. Kiiw 
in e d e d ble Knm L Onlimng hwi wu dne der M«— 6. 4 odor 8 hilmk 

I M. Die Z«elfe eliier Kurva 

El wd /(v) »0 efaio Inedndble Kurve und ( 1 , «, m) ofai allgninnlnor 
Punkt rtWr Kurve. Dun tat m fagendfllfle Lflimig der GaldiDng 
/(!,«, 0 )mO. Dlae T.ltanng«n dnd obtf noch |14 PetoiurDllMa nocli 
gdmebam IH i teuiB n von «~e oder von fr*. Im or e t e n Pkll tat 

ff— e — t* oder ff-m + t* (*>*0 

+ ••• ( 4 >ü, *«0 oder *<ü) 



alB 

( 1 ) 


1». Dkl Imtm 


Ksm. 


ee 


fi-i 

- • + T* 

Im i we fa m Fall lat 

ir^ — T* oder » — t"* 


ol» 

(>) 


#•-1 

ft-*"* 

ft — <il** + *»+1** ■*■' + •• •• 


In baUon FUIeii rfnd {•, alao Potanarathoa ln der Ortaonl- 
fdanUarendflar. JoiFDtaDandhan,dlednii±dlaSnbatltntliMiflnT-*'C^^ 
(*mm 1 gnanlnflnder harTafgdian, bOdai efaua ZykxiL Jeder adcho Zyktl 
tieUH ein Zwtig der Etirve /«O. 

betcachten imn ali gwnnifiiir Ixgandefaian Funkt 

der Knrre, denen Koordinaten PoterareOien ln dner Variablen a dnd: 


(8) 


f i + 1 0^ + ‘ + • • • 

+ lf + l + • ■ • 


Da der Quotient iwder FoteDardhen wloder eine Potenarelho lat, kflnium 
trir alle drei q dmch q dtvldkren und erhaltan die normlortfln 
Kooidlnaton: 

«•-1 

#■ — ^ 0 * + ^+ 1 «^ ■*■* + ••• . 

Die Potensuibe ttr ^ kann nkht nur ana einian knnatanlm GUod 
berteheuj denn nenn f • mid ^ honehmt wflnn« ao vfln auf Gnmd der 
Gkilrimng /(£)mO andi kaoatant, alao t dn hrwatnntfir Fonkt; ent- 
gegen dar Vannaaotsinig. 

Wr wanden mm adgen, daB Jedea FotauDnalbontilpd (4) dntch 
Btnfflbmng einer nooen Varkblea r atatt o aof eine der Gcatalten (1) 
oder gebracht wotdai kum. 

Zmn Bowda nnturechdden wir die FUe f Sfc 0 nnd f < 0. Im Fall 
g !ki 0 achrelban wir die Potomrdhe für ^ oo: 

+ + -f* • • • (di«hO). 

yfk Uoaii nun nadi dam Bntwidtlmiffaata ym 1 14 die Glelcfanzig 

t*"»d*o* + d*’*'*o*''‘^+*** (<^* + 0) 

dnrefa eine Fotoorelho 


Bl folgt 


T* Ä|0*-|- • ■ • 


(^+0). 
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El iit iddit gh w , dlfl Potmmlha 

(«) + + ‘ + 
ln alxu iv < <wiminMi nach t m t miifam ton. Denn die Fotamen 
T*'!'’, . . . rind Fotenseibea in «r, die mit dm GcUedem mH o*, o* . 
nnfawj w , nnd dmdi gerignete liseericoniblnatkii dienar PDtimBel]»i 
inmn yimn lieh die Fotaunüie (B) Tencfaeflen. Alao erholtm wir 

Ä-1 

(ö) + 

fl — ^ T* + e* + 1 1* ‘ + • ■ • . 

Felb die ln den Po lenw e fh e n f| vüih<MHinnndm Riponmtm dnm 
gemeln«maa Tiflar d haben, henn man ata neoe Variable efaifflhran 
nnd ao die Taflerfremdheit der Sipanmtan e n w ln gen Dia eriialtoQO 
FotBDsallimdaiitaUnDg hat die GtftnH (1) mul anch mit einer 
der BntwkkhmgBa (1) flbaralnatimniBn. Seist man "fc"Hgh ln ^ 

ein, wo »eine UnbaittnmitB lat, ao wild fgMl, {^«»nndj^dneFotana- 
reite nadi gdoDchenm Fotensen wm «—e, walrha dar dalehunf 
/(lief, genflgt Anf Gnmd dar hn Baialch dlaaer Fotonmflian. 
gllUlgen FkktoiBerlegnng 

mnB atao fi'mit einer der Fn tanrnflian «gM flterelnitlninien, wna su 
bewdaen war. 

Genen analog wild andi dar svnttB Fell f<0 behandelt. aetsen 
dann imd haben nadi (d) 

Wir Idaen mm die (itolehiing 

+ + ■ ■•) ™ 1 

dordi alna Pi niMmwlha 

t™ + iyo* + ' “ 
und haben dann t* ^ m 1, also 

Ä-T“*. 

Die PotaDSolhe 

bann wieder ln efaie Pütenanlte nach t nmgafonnt weiden: 

Wir kianman ao anf eine Ptotaanefhanrntwlddong der Geatait (^, die 
auf Grand dar oben angewindtan SchlnBwelaa (ofentnall nach Bül- 



lülzve. 
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fflhrmig von itmtt t) mit oiiur der Entwkddmi^Bn (9) 
stimmen moB. 

Wir mhm bJb: Jtis PtMm w äM mt mim iMtu i g (8) tMH m simm 
% nUtumimi Zmtig iw Kwm mi läßt HA imnk Eit^ßimug w» umtm 
VwüUm mi Hm iw P HmmHl m niwi M m t m (1) oiw (9) iiww 
Zw t ig m reinHwm, 

Ans dlenm Sati ftdgt mm lekht, dafi der Begrltf des Zweiges 
iH bd projektiven Thmefionnatknen. an flWTwifrww sogtr M btUMgm 
r H ionHmi AhbHim§m^ Ist nBmVrh dmdi ' 

rO :k:C.:^-f.(£):CL(«):A(£) 

etoe solcbe letkmBle AbhOdmig m^ben und seist wmti ffl r 
die Potaoireihen (8) ein, lo erfaUt men fOr Ci. Cif U wieder Potoareihen . 
in T, die nadidsn obigen «n hftiHnnp**" <w 

gehflrao. So §H i p HeU j^itm ZwHg iw Kww /-O W fHUonHm 
AWUmg (7) ds ded fii y g iid^ e wwfi r Z«df iw Bilikutm, 

Dw PpppnrtkmsHffltifiilrtor g in ^ ist vlllkOrlldi. WUiU men 

fttr 9 eine Föten» von tf, deren B^ooent ^eUi dff klefauten der Ablen 

g,flrt,ioflndetxn»nittrCs, CiEntwicklnngBn, in denen keine nef^t^ 
Put e m e n vaikisnin e n , wibraid die GUedar nkbt lUe drei 

glBieh.NoIldndL Diere NmnierTing da» Pmpflr Hfwi«H»s»rfaVtn r« ^ ^ tJLm 
wir im iolgoidaL dWf vatnelnnai. Seist "ign mm «tmO. man 

ako von den Potmseiliffli mir die konstanten bei, ro «sbllt 

man einen hedlmm ten Punkt der Ebene, den dwgMfijMU da be- 
trefhmdiai Zwetges. ln (1) s, B. ist Iftr A ^ 0 der AnegBngqemkt der 
Punkt (1, s, 1 ^, im PkU A< 0 aber der Ponkt (0, 0, In (9) ist a 
ftr A>— A dar Punkt (0, 1, 0), fftr A«->A da Funkt (0, 1, ^ und 
fOr A<— A da Punkt 0, eii). Liegt der Punkt (Oj 0, 1) nkdit auf da 
Kurve, was man dundi Wahl da Koordtoate n ^y stau i jimniw etnkiien 
kann, so mufi ln (1) stnia A k 0 und ln (9) stets A k — A «rfn. 

Da Ausgancnmnkt eina Zueiga ist stets ein Punkt, da Kurve, 
da die Gleidumg identiaob ln e, also andb ftr 

gut Aba andi umgekehrt: Jtiw KwmßmM q <ai 
niMwtwu Hum ZwH§a, Zum Be wei s nehma wir wieda an, da Funkt 
(p, 0, 1) Hage nidit auf da Kurve. In da Gl e fchim g 

/(l.w.^-Sie“ + Si(#)J*"' + **‘ + sb(*) 

ist also S|4*0. Ist mm astoia etwa %«-8. ao 

setsen wir die Faktoaeriegung 

CB) /(1.M— •^(»--•0 . 

für die SteOe an. FOr «»e, s»8 wird die Unb Seite Null, also 
audi ein Fakta nohts, mithin nimmt etne da PötensnIhA für 
T^O den Wert k an. 
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HL Ebow «IfrintaDfai Ksrvoa. 


Iitsinltenf2^nO,i2jH^O,at«ii||iHliih**&f lö llIld0nwirdloFllktq^■ 
aadql^lg flkr dfe StaDfi «moo, xubnum abo ov FotmaroOicn 
UM* UL twnirtpifaUwn baldo Seilini mit ir** und oriialten 

/(ir^ 1, nr») « «, <r»— friflO • 

Setm wir ir^ ■■ jf mid nr* ■■ y. to ioblt 

(*) 

Dabol iit so^ oiiiA Potanarathfl naoh gobfiidMiiiiiii, nicht nflyatlvoii 
P otanaeo' von nimlWi 

(10) SO), — T*(lit* + Ci + il*+^ + *")"^T* + * + «* + lT* + * + H***. 
Setn wir mm in (B) s— 0, y— ft oin, ao wird die llnko Scito Null« also 
■nch dner ds Fekboraa lediti; mithin nimmt oino dar Potomnlban (10) 
fOr T— 0 don Wort ft ul womit ondi fflr dboon ibü adci bowiaam hl. 
Wir hlttoa fibrigoai dm a w oitm Fhll mich dnich dno proJoktlTe TmnH- 
temstlm mf dm entm sarflddBhren 

Untm dar Or d wun g eiiiar von Nnll vanddadanm PotansoflA) ln t 
vontoht man dm Bipmantm dar nledil^tm ln Ihr vorhrnnnundoii 
Potmi von T. Die OiÄnmg hklbt ungoflndart« wmn itntt x dnrdi diu 
SnhotltiitkBi T— 1||0'+^0*+ ' ’ * mit ft^'^O fldno nooQ Varhdilo o du- 
gafllfart wird. Sla kann poiUiVi NnH oÄr nogitlv antn, Blno Itorm 
f (&i h» fBjfiht, wmn mm in Ihr djo PotonBolhim (u ^ oUint 
Z wi gu i • dnnstst« dna Fotnnualh 0 , dar dbenidli oino gu w hm Onfaumg 
anhimnnt, wddia p ea t lk odor NuB lit, jo nmrhAtnn. dlo Knrvo fBiO 
dm Amff i i ffpimkt if 6m Zwdga | mthllt odor nicht mthfllt DIcm* 
Oidmiiv n on nm wir dlo MoMif dr J^onw gmifim Xwtig | oder tiidi 
dlo S ^k mü krni hitd i äm itr Kmw$ f-0 mU dm Zwdg |. Slo ht oOm- 
ddiiHch invidmt hol projok ti r m Tranofiannadonan. 

Wir bowobm mm öbd. Inlhnt wlchtlgm Soli: 

DU MMfitäm dm Sdmid^ m Mm 17 itr Kwwm /— 0 «Md f— II 
id fUflft im Smmu im O r i mm g m im Fpm g mf im Zwd§m dm 
Asm /— 0« iUimii ürm Ämgmippmkl Mm. 

Bewolu Wir wlhlm daa Sbazdfaiatei^yBtem ao«da6 ht« dar 
Pnnkt (0| 0| 1) nldit anf dar Bnrva /— 0 Ikgt und halnft swol Sdmltl> 
pimkta dm Xnrvm /-O mid f-0 diuhelbe VodilltiilB 1 ^: 1 ^ ^dbaOs 
FQrdnmSchnlttFimktKl^-l«i]lii.s,fj^.ft. Dlo Wdüuhhalt von y 
ala Sdmlttpinikt von /— 0 and f— 0 ht dann nach f 17 giafaih dar Vld- 
h c hhoit von w— s in dar Faktonaithgring dar Baoaltuito 2i(#) von 
/(l.w,^ und Non gdtm dlo Fbanoln 
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Darin lat «• dar KoeüUmt von in /(l, », nnd ( 0 |, . . . , oi« alnd 
Potflnanlbaa nach gebtncbcBiea Potaoasn von a. 

Der Faktor g{l, n, ab PotenBoIhe in der Ortemifionnl- 

nenDdaaT«(N->'a)^, dlnOidnongai. V^BJh'Potamdhmg{l,u,€BP^, 
«mg glidnhci Z^al gahSren, lat die Ordnung ^ 
dleaelbe. Daa Produkt Uber dla Fotanvoihan dtia Zj^cala 

1 

hat ula P oioi i aiol ho ln t die Oidnung ala FotonsuUio in 
BODilt die Ordnung EntqvBctwDd (xgeban die flhrigen ZwalgB dea 
Funktea (1| a, 6) Produkte wie (8) vaa den Ordnungen i|i . . .f Die 
Zwdgo aber, die su ondorai Punkten (1, a, y) gehOcen, geben nur an 
Faktoren f(l, «, 0 ^ 1 ) Yoa der Oidnung Null AäaB, da. f(lja,y)H*0 
lat fflr olle auf /«O griggenen Punkto (1. a, y) udt y -f A. Die geoauito 
Ordnung dea Prodnl^ (8) ab FotoDsoflie ln a— a lat aoodt ^ekh 
^+< 1 + ‘ * ' +^* Dnmit bt der Sets bewieaen. 

Eto QuoÜont vm tmA Fonnen ghJdicn Gradea 

bt eine Funktion« dlo nur von den Verbal hdmn fiUndosHfi.'ft 

abhlngt Man nennt y(f) —f (w; «) otoe ntioHäUFuiMioH dm ang mt inm i 
KunmpmMa f oder kna otoe ratf ena/a FmkUon aa/ der fTarae. Ehe 
aolche Funktion bat auf jedem Zweig f der ?urve ehre g wiriM e Ordmutgt 
nfiudkh db Dttierena der Ordmmgai vm ZMiler und Nenner. lat die 
Ordnnng p o alüv , ao qirldit man won einer NvOaUBs der Funktion f ({)« 
bt alo negativ, ao hot f efaun JPof, Die Snuuno der Ordnungen dv 
Ftmktion 9 i(j) auf albn Zwd^ bt glelah der Sounne der Ordnungen 
daa Zlhleni vonnlndert um die dea Namen, abo muh dem Btfom- 
admiSato Nun, da Zflhlor und Neuner dwianlhmi Grad haben. Abofblgt: 

DU Sitmms itr Ordmmgm itr N«Uib0aa mi Pob ikm raHon aU a 
FumMoh auf tiutf UfxiuMUu Eime Ui iVMIi 

DU ZamaxMtekö lUgtL Seist man v oiau a, dofi anch g«0 den 
Punkt (p, 0, 1) nldit oitidlt, ao kann men ebenao wb /(l, «, a) auch 
im Benbh der Potansdhen in linearfUctaren sede^: 

f(l,«.j)-^^(a— fj. 

Fttr db Beanltonto E(w) gUt dann der Anodruck 

(10) Ä(»)-«Z7 itK-O' 

Db DittBrauoi 01 ^*— C* ibd FotaureDun. nach gebipdienen Pulaianii 
von V— a. Jede wdn Ümaa hat efaia guwime Ordnung n, d. h. ob fingt 
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mit oiiiiBr gBw lM B n Fotans (• — n)* bjdl DIb Ordannif von iü(«f) lit mcfa 
(1(Q j^fllch der SammB dar Ordnungon der DlfiarmiBa Gehflit 

QÖtr Cf oder gahAron bdda m Zweigan, die nicht dem Pnäct (1, 
■ngBhflraa, lo hat die Binarem die Ordming Null Man erhBlt 

10 die ZKOTHoncfaB Regel: 

Dü MiMpUtm WfM StknmpmtMm (1, m, h) itr Xwm /-O mM 
üi |Wdt ür Shmm« dar Ondmm^ der Iht/mmMm «^~Cp oIi 
A mMeiüfi «m »~e, oeW (1, ^ mä (1. «> CJ die FotaurvMi»* 
eNM)iiUM 4 «i ürjmtigm Zw$igß itr Kmnm /«O mi f wU e^ed, iü die 
AmJW (1, #> t) ob Aehwi. 

'IMe ZguTHim a ch B RegBl lalgt, doB die Schnlttmiiltipllilttt ilch 
ane BeltilgiBii loBiinuenietst, die von den ehmdnm Zwelgpeexen von / 
nnd f hBRflhraL Die Beradnuuig dlewr Belbttge gertnltet dcfa heennderi 
etnkoh, mon dk Zifolge Mieer dnd« d h. wenn ile au F o timiel hea 
imdi goneon PotBoeea Tfii M — atMeiehen. Stinrnva dann dk Potaeir 
leDm nnd Cf ln daa CHledem e) + «)*'• 

Oberain, nntendieldaa äe ikfa degegen ln dm Okdetn mit (e— e)*. 
00 kt e dar Beitrag doe ZvelgpoBrai mr C gBmhmilriplidWf (ko Scfaaltt- 
pnnkteo (!/«,(). 

Antgibi. l.DhMuli^pHiltatieiclB dwi anhiiltlyhta d» Mmi + 
««-lO mit teOudloCdt ki + 9{)~fjeS-0 äW « V 
nafanaa. 


I II. Die Kkraiflkotlan der SlnguLuHtten. 


Fttr dlo genmore UntBewchnng der ZvelgB einer Enrve /mO ubmen 
ivlr dm Pankt ok AnfhngQiifflkt elnei ZwelgBi an. >Vlr 

bobm dann dk BnhriAhingtm 


(1) 


{gM 1 

& "t* 


Doi Yodilltnk jg: ^ kt eine Fotaautrihe, die ndt anOLngt. Für 
r^o nhnm t dkwi Voriifllbik alwi beetünmtm Wert an, we nn kftk 
Ift; kt aber k<k, w eagon wir, doa Veriilltnk „wird imendUdi" fBr 
T— 0. Änf jedm Fall ober deflnlort der Wert von j!i fBr tmO eine 
bflolliiifnte Rlditong hn Anfangmxmkt« derm RlchtnngdDiiatanta eben 
dkeer Wert kt. Die dnrdi dleee Rl^h.tung da flu k^ ^ Gerade helBt dk 
Tffgwrk dei Knrveitiwelgea. DfelUigtditoldfcnacbl)efiDltlm'Giniikge 
einer iSehne, dm etnea Kode .der ADknmpimkt'O kt. Wir werden 
^kkh ooheni defi der hier deliniertB Begrttf dar Tluigenta mit dam 
frflher (| 18) deflnkrtep Begriff der Knrvmtangaate Qbf fiwin ftfmint . 

Legm daa KoordJnataneyateai eo, daJi dk Thngente ndt der 
Acbm 1^—0 w a nrnnm lMlt, eo wird h>h, etwa 1—1+/. Man nennt 

1) die id w y kw fglf iflikw Mb» den Zwelgee Sk kOnnm geometriedi 
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10 dmisktSEUart wdoi: Jedo yoa der Xangonto vencMedane Gerede 
dnzch den Pnnkt 0 edmeldet den Zwdg } ln 0 mit der Ylelftudihelt M, 
ebs die Tiuignite mit der Vlfllftichhnlt A+L Setit man 

naiwHrti la die nMnlmng f ■olcben Geredaa 

fBrijxifh dlePoteoKelbai ^ ioirlidf({) ImFeUei^iO dnichT*. 
lmFan^MOBberdnrdiT*''''tBlUju, und ^ bedeatet, d^ die Sdinltt- 
vleUadiheit eon | und f «0 Im enten Fdll ^eldi 6, im a we üeu ^elch 
A+HmL Die ZiU A belBt dImiganAB die VidfiuAAäi dee Fonktoi 0 
fBr den Zweig Fflr Am 1 hat man einen y« aarea Imtig, 

Wenn fax einem Punkt Or Zweige mit den VfaWorfiWtm „ A,, 
m— mmmlnmn wn^ 80 kt die VinHbAhrit doi Ponktei 0 auf doT Küfve 
^ekhki -\- ' > ’ +A^: denn Jede Gerede dnrchOt die hebieo Zweig berflhrt, 
ecfaneldet die ojneehianZTwigD inO ndt denVletbdihflitai Aii A^> . . .. A,, 
die gewu n t o Karre aho mit der V l a lfedihcl t ^+Ag+ ■ ■ » +J^. let die 
Gerede aber Tugsite etnei Zwelgei, ao oibimt eldi die VUUidihelt 
DU Tmi§mttm Ur Kwu Aw P wi A i 0 wUd ttUo gme« dU Tmt§mim itr 
füaadMW £iireiiiMwiJ|e Ui 0. 

Sati. Hai äUKmw$i^O imOHump^MeAmPimMmig^Qdnm 
q-fmAm, aoUtdU SeAudtiM/ackAM eoH 0 dtmtur 2 Da GUUAAtiU- 
aakAoa aiZi oHid mht dana. www äU XemMlafi dar rieiti Sanä Ul O 
epd imm dir ewdiyaw Kwa «fli wrwj Wrf a a fM. 

Beweli. Wir wenden die ZEUTBiMichB Begel an and nahmm m, 
dafl kefaiB Tengaote dnicfa den Punkt 0, 1) gabt Be gibt A Putnoa- 
nihan tOß and f PuUuHniniiei Cp* Dttfarmsen ai.-'.Cp haben die 
Ocdmmg Bina in Wi wenn die Zweigtangeatai aeredi&den knd, oomt 
eine Oidn^ >1. Deiena ftdgt die Behaiqttnng. 

Die dnale KarTe, Wb wrdkn so dem 2Ewelg (1) den entipceahaidea 
Zweig der doaloa Enrve hwefJmnn . Zar Bere jinan g der Tlugente a* 
ln dem aUgemeinan Punkt C be nn bw n wir dk Fbnn^ und (4)j 1 4. 
Se ergebon ln aoMrcpn Fall (1) 

1 ^ + + 

oder 

j if*t*-><T+a{(*+o^+i'*+'“‘+‘'-K»-o 
oder MhiUBHrfi^ mm ^ 1 gewAhlt wird, 



70 


TTT . alRBliniiBbo Kvrvcn. 


Dar Anüuinxinkt diflioi Zvndgei |* üt der Punkt v»(0,0. 1), dv 
BUponkt dor Tmgaite da 2<sraiga |. Die Tm gn nt o da I* 

iit die Geroiks «0 mit dm. Kooidliütan ( 1 , 0, 0), dio BUdgorado da 
Ponkta 0^ (1, 0, 0) der mupfftriglldicn Bbooe. Dlo chemkfaariaHid wp 
Zahian doi Zwdga |* iliid k), gerade mngokohrt im Vm^iilch nnn 
Zweig Ako: 

Et hmUkt tin t i u thimHpt Etdt pneke t^ tttitekmt Jtn Zweigt» | 
diitr Kw9ö tmd äm Zwtigt» |* itr rftfi/a Kmet, Däbei e»l»pridil dw 
90» % äit Tmifttttt vom i* n»d itr Tangtnit wo» % itr 
Awjmjtpmhi wo» DU AonkUrUHukm ZokU» wo» aM d/e 
wo» I i» umgtk t krtt r Rsikowfotit. 

Klaesiflketlon der Zwolgo. Fut oUo Punkto olnor KurvuBliMlab- 
fadie Punkte (dLa gibt mir endlich vldemohrfhoTin Punkto). Inotnom 
Pu^ kmm nur oln Hnaror Zweig ednon Anggan^nnkt 
bähen. Fflr faat eile Zweige iit aociit ib»l. Da daaolbo fttr dio doelo 
Kurve gilt, lit indi Uat immer /■■!. Fbat allo Zwdge bnlxii mit die 
Cheraktalstlk (1,1). Sokbo Zweige nomit meo giwiMie/iw Zwtip, 
Ihre Aae^n^nnkte, lielle de nur den olnm Zwolg tragm, g w w ö Mitkt 
PwdUf it Kurve. 

Hut dn fineeier Zweig die Charaktorbtik (1,1^, ao echneddot dio 
Tangente dm Zwdg im Punkt Odraibdi. Ein aoldur Punkt boifit 
pw»M, Beine Ikogmle Wtuiä Mgnit. Bb 'Funkt, der ofamn Zweig 
mH d« Qie r a kt a A Ük (1, f) mit l>fi tzggt, hoiflt oin käktrww Wtnäo^ 
ptmUt fltr / « 8 iuBbeanden ein FUekptmhi, ]>ia Tkmgante echnoldot 
den Zweig in einem Fledqnmkt viarfaefa. 

Dem Wendepunkt aat^xicht duel die S^Üatt mit dor Oinraktari- 
atlk(8, 1). Der Punkto iet ob Doppd^xmkt da Zwoiga, dloThngontn 
echneidflt gaen dreibch. Bel da Charaktaiatlk (8,8) edmoidot dio 
Tengaute 6m Zweig viarDadi, und man qsicht vm oba Srituhäapiiat, 
Damit abd die am btnilgetam voikaiifnendm Sbgularinten da oln- 
adom Zweige beadnlabon. Dio Flgaren «dgen daa Auanhon da Enrva 
im 'Redlm b da Umgebung da Punkta 0. 


vy 


w 

-< 


GevfllnflolMr Foaht 

Weadunnkt 

nuhpenkfe 

S^Un 

nnTiiMiti^atH 

(1.1J 

■ (U» 


»1) 

SÄT 


Andae Arten von Sbgulazittten oriiUt man, wam mehrere Zweige 
b einem Fuxikt Mtimnwfcwmin^. Haben genan awel linauu Zwoigo 
mit venddedmen Tangentm dananlbm Au^gangqmnkt, wo heifit dlonr 
ob Knot mp m M ; rfnd a f Unaaie Zweige, wo qiriobt man von einem 








I». 

r^atüm PmM mU fä na i dm Tm§m im . Wona aber iwel Uubbi« Zwdge 
im Pnnkt 0 berflfam, ao holBt dleaar dn Bmüknm§ümotmi, 
Singolfliltfttaa der dnalmi Knm oiillt nun, wwm joAxm Zwdga 
dtoaBlho TlBngBntfi hahciL Dnsl dom T^nn tunpiinirt und f-fiubon 
Punkt mit gptrwintnn Tangontea entipndiai die BoppätmttmU und 
die Tmt^mU M t vtnekitimm BaHOrm^pmktta, Der Ba- 

rahnrnflaknoten, lat onkhtllch au dch aelbBt «itwi. 



Die Klaiae. Wir mdlea Jotit mitsiiachieii, weldwn EinflnB die 
vemditedimi Arten vm Singularittten. anf die .Klaan einar Kurve 
haben. Die Klan lat die Amabl der SchnUtpunkte der dualen Kurve 
ndt ofaiBr Geraden 9 , oder, waa doaiBlbe lat, dfe Anaubl der Tangenten 
der m^gftngllchen Kurve ana ebam Punkt Q, wobei dln Yldfadiheitan, 
mit denen dhue Tangenton lu dblen afaid, anf dar dnalm Kurve nadi 
den nna bekmmtm Ragehi an borecfancn atol Dabei lat ^ gana beliebig: 
wir kOnnon alao Q anOertuIb der Kurve und aufiadialb der Tangenten 
in den vlaHachwn Punkten 0* wflblan. 

Wir orhaltoi die Tangenten ana Q, Indam wir ana den ai(ai— 1) 
Sd u dttpunkton dar Kurve /—O mit dar Braten Pohre/fO den Punktes g 
die v lfllf ac han Punkte (/ mltd o n Ihnrn gebPhrendan Sd hnltiniu lt lpH al lttten 
■UMcheldnn. und die flbrigmi Sdmlttpunkte 0 mit Q verbinden. Kenn 
mnn dum nodi ftatatdlen, daß die Vielfach, beiten der tlbri^ilalbenden 
Sqhnlttpnhkte 0 ^ der Ebeno der Kurve /mO beredmat) nüt daa Wdr 
faiAhflltflw der Urnen enj^prediendan Tangenten (ln dar dnalan Eboie 
beredmat) dber el natlnnnen, ao folgt, dia geanchta Tangmiennhl 
giekb lat, vormlndert um die Samma der Yldfachbeitsa 

der Pqnkta (/ ala Schnittpunkte vnn /mO nnd /i^O. 

Be ad Q«(0, 0,1) und G'» (1,0,0). IMa Zerle gu n g von /(l,w, a) 
in TJnearfaktoran lautet 

(g) /(l, #, f) -i (»—» 1 ) (■— OBi) . i . (•— 0%). 

Duidi DUCerentlatlfla nidi f folgt 

W /i(li ^ *) “^^(a— oh) • • • (»“«i+i) • • • (r—e^a). 

Die VUfachbeit dea Sdudttes dar Polare /i^O mit dm Zweig §, lu 
<Wn die Potonsrelbe o)| gebOrt, wird geffnukin, fadem man ln ( 8 ) M^mi 
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«prf die Ordmiiif doi cntitnhirtun ProduktCB 
(4) (flji— 

■if Pnrf^TMaWha In X nntsiochL Snnun&tlon fibof oUo Zwd1(|d iln 
Punktoi 0* «gibt Ammm VU&chhdt cüi Sdnüttpaiikt' von / und /,. 

Iit <y du 4-luher Funkt mit gotnrnntan TugBiton, m 

hahoi aTTii DifEBRSiiBi afa~«i dlfl Oidmuig 1| dii PTodiikt (4) iln cllii 
Ordnnng nnd dflrFunkt O' dla Vtottiichholt A(k'~l)t ]^r dnni 
gjjw flhnHAii Knotoipiiiikt arbllt xnan. tnabwwmdoro dem Wort S. 

Jit (y dno Spltae, m> iit dio OrtannUocinialorcfuIo. 

— 0 ||t”+ ***• 

mithin hat dlo Ordnnng 8. Bbo Spdtn hat aomlt iki Scfantlt- 

pnnkt von / und /i dlo VkUuihdt 8. Analog venkoi alle Arten von 
dngnllrai Pankton bflhandolt« 

Wir habon nnn nodi die Vlaltochhdton dar etafachen Punkte 0 , 
deren Tugentan dnidt Q gehen« ek Sdmlttpcitakte von / und /| in 
beradmen. D« Fnnkt 0 habe die OMUiktorlitlk (1, f); dann dnd dki 
Frei imrdh emmt wiAlnn g gn dei Z u pel g ee dar Kurvo /«O durdi 


ffgeben. Die Dimanuaea o»|— * 0 ^ haben allo die Ordimng 1 ln T« daa 
^ftndnkt (I) alao die Ordnung /. Die VlaUadihalt von 0 all Schnllt* 
ponkt vm / und /i Id aomlt 4. Dia VleUaehbalt doa der Tangonto ÜQ 
in der dnal«i Ebene tutipiodiaDden Fnnktea all Schnittpunkt dar 
d n a ton Xnrre ndt der do nJdit borflhieDdon Garadan g lat aber ebonlalla 
gleich l, wmn. wk axmehmen« diB nur ein- Zweig dar doakn Kurve dlMi 
Pnnkt ak An agi ng ipcnkt hat« Die beUm WoUachheltfln stfanmait 
aomlt ln der flbenin. 

Ba iQlgt: Die EZiw ff' Kww 
ShgiOmitem §k mr i KiwImpmiU mi 9 Spümi wM 

„PLOcaamolk FepfMT' 

(A) «'-ia(«~l)--ld--8» 

lapiMk SM mim SktfOMmm workmdm, eo änd wtUm GIMm 
m mdMimm, wM§ ak ^tlmitlmtdii^ttfifm wn f mi U wU ibm 
kraakM l wmim kthmm 

I 
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Atdgthm, 1. Mut nnrtnn ii raw <th itnfoMrai Bukt» du •J>nGJAn«nlijn 
Bkttu” 

«• + 

dar „HknUsla” (Cudbld») 
d« TlarlikttrifU Koutt» 

f, SIb Berflhn nifrtmitu kot ■]§ SehnittiMiokt tob f «ad /g dia MnmpHafttt 4 
(odor afaM bOhon^ wa aa dla tialdaa ZiiM||a ofaia hOlME» Barthnnif ttifwaiaaa, JivHan- 
tiJli atw Mm fand» Zahl). 

S, Hfna TTntinaTw^pIlia hot ok B a i uimiiunk t »an / »nd h dl» Malt^hrit tt 5 
(alar Mm hdhoc», wmn in dm IMannOMD du ZoMpa du GUM i* Mit). 

4 Du TMl du K ro d ak ba (4), du MMi »ni dl» A BibauoMhon Mua Mmdgu 
Z^hoia taoMahi; ho^ mm dk ZaMgtinf iti nloht doi Mi Q ■iadufaau dla 
Ordamig: (A + 1) (k — 1), oko Im Fall Mnu nfcihtHnunm S«Mpa mfniliUnu 
dla Ofdnang !(*— 1). 


f Ui Wanddpuiikta. Oto HBtSBiali« Xurrdi 

lit ota Wendflptmkt (die bShenn Wendopiiiikte Mnd aüigwarihlnueo) 
du Knrve /n 0 , 10 |Mtm äir iDa Pnidcta C dar Tluigsita f dla GkkbtnigBQ 


p) 


/.W-o 

AteO-o 


Die drit te GWrinmg itdlt bei verkhloii C einen KegMocbnltt K, die 
fWidfiM/ufci JPMerw dee Pnnkteiiy dar. In mieoreni Feil tot dla Tangente g 
■li BeMindtefl, in i? enthalten; JS taMt itoo ln ivel Geraden. 

Wenn umgekehrt if ein Mntochwr Punkt der Kurve tot, deum qoar 
diiitoiduPaliiireJriarikllt,K)toti;ebWendepnnkt Dutuwetotmenin: 
DtoBdare vcm g in Ixong auf Jt tot die Uninre Polare 0^0, otoo 
die Tangente g. Däifasjf£ liegt, ao folgt, dafi g die tkogsnte v«m X 
in 1 } tot. Wenn nun anBerdem X xerflUt, n tot g ah Beatandteil ln X 
aalten. FQr alle Punkte ( von g geltao dann die Gliddirrngmi (1), 
dhoa^mildat die Gerade g#)EnrvemlndeataQadnttufa ln i|f. Dabergdt 
Satz 1. ZMf Mnftekm.PtmkU itr Xwm /-«O, ämn qmMMa 
PMar$ mrHSÜt iU W§ni$pmkU (mi iU k äk mm ' W tni»fmkit ) . 
Ea mi noch bemeriEt, da£ die gpaadtaHanhe Polaro einei Do p pe l 

MionikTla U M f Ul TIt ,- lü die TWip jiw l p w|ilr*yt«ngiiil^ ^ 

Weitor ael bemerict, da0 fan Fhll efaiea WoDd^onktea dar ufoito BeMnndp 
teil h von K nieht dnndr den Pimkt ff gehen kann, da aonat die Polare 
von ff in beug auf K, alao die lineiu» Polare fi^, idaiflanh 
vendbnrinden wflzda, -vrlhrend de im GegMitefl die Tki^rsnte darateHt. 

Die no t M u Hge und hinrddiaade Bedingong fOr daa Zertollaa dar 
quadrattochen Pdare . 

^ Ci C* ^ •*/ W 0 
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ilt daa yanchwbdai der Hifanrurjfciii Dämiiinmils 


mv) 



hhm 
h^m hhm 
wm) 


Dm Oflkfanng^MO defidvt «dne Kurve vom Gmdo 8 (m~S)i die Hnsiu- 
adl« JTtrw. Ani Sati 1 folgt mm: 

Sati I. Di§ SMUpmM t im Kmm /«O mU ihm HmRaoAni 
Ktmn aM Um Wniap m tk ia wd Um dditdm AmMa. 

Ffir dla Benchmmg dar Anatbl dar WoDdepaiiktD Ist folgonlor 
Sats widiüg: 

Sats S. DU fmd hUthn (nidi hüimm) WmdtpimkU Mw uli 
SMUhmMi im Kwrm /*0 mti Ü* ViäfaddkeÜ Sku. 

Beweis. Es an die Tangente im Wendaptnikt (1, 0, 0). JHn 
Entiriddimg dar Focm /fa) nach ahatolgendon Botonaen von % lautet, 
da die Oleder Sf fällen: 

/W - + *•"* + öäD + a* "*(<*1 + •■•) + •■•. 

sntwklDBfai mm die DeterndnazitB HM, achten aber nnr auf lUe 
Gtteder, die weder durch % noch dntch teilbar alnd Sa wird: 


H(s) 


0 + **' 0 + *** (#•— l)aaf ”*+ ••■ 

o + ‘** iar""* + *" 

(ai—l)ajif "■ + ••• hs8>“* + *-' + 


— a(ai-l)«da*s{“-^ai + -‘. 

Warn f (1,0,0) dn dnladww Punkt von / m Ö lst, lata +0. Weniir 
ein gewOfaDllelier Wcndepnnkt ist, Ist d«i*0. Unter diesen Amiahmoii 
hat die Kurve H^O andi nur elnon efaifludien Punkt ln (1, 0, 0), mul 
Ihre Tlugante lat von der Tangenla dar Kurve /^Ovtirachladen. Deraoi 
folgt, daO dar Fnnkt r ein elnfidier SchnUtpaiikt der beiden Kurven Ist. 

Die Kurven /hO und H^O haben nach dam Bixoinncben Satx 
8si(fli~*I) SdudttinnktB. Diese verteilen sich auf die Wendeponktu 
und die mahrfudien Punkte dar Kum. Bs folgt also: 

Sats 4 Sku io ppdp mÜlraU Kmm m4m (Mbrnni M 8«(«— S) 
WtH h p mk U . DM ikd WmiapmkU akifmok, kähra 

Wauiapmkla s u hr / sai (aa hp rwekati i ihm UMpUaUM äk SahdkkmiMa 
imKwamkl^dmiH^tS) maUiatk Baim VoHmiafaaatm mm DapH^ 

UrnÜiaKaaimiathimhnPamMätLwmtiMJtmialdLäiMÄ^MkJbliäfV^MuiMkiitMkhL 

Inabotondaie hat eine dc^tpa^punktfrele Knrve 8, Ordnung neun 
Wendepunkte. Hfihera WendepoDakte gibt es hier nkdit, da die Wende- 
tangente nldit mehr als draffiidi achnalden kann. 

Wh* woDen sum Sehhifl efaiB me ikwürdl ge BIgsiadialt der Hissb- 
achen Knrve efaw Knrve 8« Ordnung hodaUen. Die Punkte f der Himk- 



|B. Kamn ilrftt ar Onfamag. 


Bl 


■rfim Knnm lind dodurdi doflnlfiKt, daß Ihn IVtlaii^gBlachiiltts 

(*)• luhm-o 


gjnm Doppel pun kt p beribm, d, h. mui bat 




kfawtinh ln t 


(») JdntiKh Ini. 

Dlfi Gkddniiig (8) lat q^nmotrivfa ln ^ und f. Dar Punkt p gobflrt 
aln anch nir HBaanchan Knrva. und Mb Polukagelichnitt hat 
Doppelpiinkt b Ea Ibigt: 

Sati A. Di$ HfWinnla Kwh tkm tktnm AnWarAan iTMrw Ui mUh 
iw Ori itr Do^p d fmkU tUw Mr fwJltnim PalwktgMmUU (I). JAr» 
iMWi Piwt f), ao iäfl U rnnw üs Pelw§ mmi p 4krm Do^pd^ 
fmüd U^ q M md mni^UkrL 

Airfkahi. 1. Han ariiak dafl olii Flwiniwiltt bm Slmto im Stimm 4 ak mmd. 
Wandaiwahh>gBaah1tarawlaniiuifl,anawiiäiigilnP«ik*°dtdafChaiaktBriatik(l,i) 
ak 1^1 Waadfifnuiktai. 

L Man kann dk Ikan h^f) dfl Sataoi • aaoh dadanh ntianikfarlalfi, daB 
ke In bn aa g; auf allo (1* IfatMB CB knajnfkrt rind. 


I 88. Kixmn drlttw OnlniiDg. 

Projektlvo Eriangang. Bb Kagelachnitibflnchdl 
KM+itQM-o 
und ab dun pnjdctlvaa Gandmhfladinl 

enangoD, mnn onlap ia di ande Etaooenta dar boldon Bflaohol mltobandar 
geacb^ten imden. olna Knrvo 8, Qrdnnng 

mw-mw-o. 

Jodo Kurve 8. Ordnung kann lo arimltan mrdon. Denn wann ab 
boUeblgor Enrvanpankt ala Sdca (1|0|0) dea Kbatitinahndinleuka 
gswlblt wird, ao Ubnen b dar Enrvaiiglfddnnig nur aolche Otodar 
votkomnKb, db dnrch oder tnUhar rind; oloo hntet db Ebrvon- 
gblchnng 

Blntoünng. Wir woDan db mflgiidien Goitaltmi dnor tarednrfhhm 
Xi|rve 8, Ordnung ennUtDfaL Bbo aidehe kann nkht swol Do p pfl lpmd rta 
hohen, da db VeiUndnngribb «rotot Doppelpunkte db Kurve b jedra 
D oppdpon kt iwebial, bagonnit ibo vbnnal aahndden wftrde, wu 
unmQ^bh kd.> Aui denoelben Grande kann keb dreUlufaar Punkt vor- 
handen aeb, denn db VarUndnngdbb dea dreMariian Pimktee mit 
ehem Punkt wftrde db Bbrve anoh vbnnal anhndibn. Wenn 

eb Doppelpiinkt mH iwel vetMhtedenen (Unearm) Znefgen vakuuimt, 
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ZZL 


■Ipihnipiho Itorvoo. 


■0 kOoiim ildi «Wm" nkfat bcrflhnn. doon sonit wOrdo dlo gaadnaune 
T^ogoitfl der bddaaZivalgB joden Zffdgdoppdt, dlo Kurve ol» vlonnal 
■dmaMiw. Wenn ■**H*^-h ein Doppelpiinkt ndt mir dnom 
voriiante tat, ao hat dlaar dlo Chenktedetlk (9, 1), lat nbo cloo gir- 
wnmHrTw Hirni fiMt wflide (Uo Tkngoatc dm 2wclg mnlir uh 
i i nJ U irfi icbiielden. Ei gibt mdt droi l^poii: 

I. gwiifanha Knrve ohne Do p pe lpui ikto. 
n. Kurve mit Knotoopunkt. 

in. Kubhehe Kurve ndt S|dtiB, 

Normalfonnen. lin Fdl I vrlUim wir du KourdüutGneyiitQni «t. 
diB dar Punkt (0, 0, 1) ein Wendepunkt und «0 dlo Wondotugoiilu 
ht (Sind die Kneffhliintm ds Karveaghddnmg noU, lo gibt o^ weil 
die Übl der Wendepunkte ungnde 1^ obran leoHon Wondcpinikt.) 
Die fitwMmng helfit dum 

+ + + + + + (ed-ü). 

Bl mnfi aein, da aonit der Funkt (0, 0, 1) olii Da^gwlpankt wfln*. 
Durch die Snhat H n Ü on 

^ 4 “*+n’h+n'h 

kann man midian, dafi tmmfmiQ vied. Durob die SuhadtutlaD 


kann man weiter «refebai, dafi (mO wird. Die nimmt dann 

dlsCmtiU .?! + <fl,i|{ + »)l{7, + n{-0 


an, oder inboenagm gea riirWwn (ih"«l); 

«Ä+dfll + «h + f- 0 . 


Durch geeignete Wahl du Einhaltqxniktu hmtn man or- 

awlngeu, dä — 1 und wlid^), Ib blolbt dann dlo Ghlehung. 

.W 

Die Site Fnlaie dea Weodoiianktaa (0, 0, 1) nunmohr aoi doii 

Seitanijb^O und ih«"0 du KoonUnatmdrBleda. Die f. Polain lliroM 
S c hnltl ininktu (0, 1, 0) lat die dritte Sette Jit alao sbunal ana don 
neun Wendepunkton einer ala Seka (0, 0, 1) gowihlt, ao lat du Roonll- 
natmdieledc Invariant beathnnit; imH dlo irfn*ig iin SooidliiatDQtxani^ 
fonnariooen, wrirhe die Geatalt (1) nicht aonUken, hoben dh Form 



M I^>Uiir 4 «nde|viilhlU nra den AjmAIhA u dh na dar Itaate der 
eOtpfiUMn Feaktknei tehueto OUflhng 



| 9 I. Karvoi d ritt f Ordmniii 


Bd Ti»niinrniMitinnm bleibt die GriSfie 

irnvimt. Slo lit alio dne pnjelrtivB ItrroElaiits der Karre, die hödbiteiii 
noch VW der Wahl dea ben utate n Wendepmifctea abhAngt 

Damit dlo Kurve (1) tahidiHch kehwui Doppelpunkt hat, mnJ3 
cUeDiifcriniiQaiito deePo^ynoaiad^^-fe s— ftvwNiiIlvBrwdrieden adn. 

Im Fiül II wthlim wir die beiden Tengentan dea Doppal^piinklm ela 
Sahen and ih*"0 dea KoonÜnatandnlecha. Die Glddnnig der 
Kurve lautet daxm 

+ + + + (a+O). 

Pnith die SaMltiitiea 

fli— rii (>^-e) 

bringt man die Gkkbung odort auf die Fonn 

W ihViVt-^+iA- 

ABe KumU 8 , ( h immg wiU Do ppdp mt M ded elio pnjMk Mfu i mlmU * 
Im Fan UI wlhlen wh die ala Bcke (1, 0, 0) and die ^phaen- 
tangente ala Seite ih***!! dea Koo ntin a te n ^ian a VAn ffletehnng der 
Kurve erfafllt die Fonn 

+ + + + (•+0,1+0) 

Durch die Snbetltiitkii 

^-»b+nr* 


madit "«n «««O. Sodann emidit man durch die Snbetltntlaii 


die oadgflltigo Gertalt 

(•) »lÄ-tÄ- 

Ba fidgt: AB$ Kfimß 8» MwMf mU SpUm tkd mk n i mn kr / re/i W e 
df u Mmi , ■ 

Die Knrvon (IQ and (8) be alta m rothmale FanmetefdorateUnngen, 
nAmUch 


w 


baw. (0) 


Ät" 


Die Kurve (1) berttrt aoa apUer n arigirtemdan Gründen keliia mtknale 
FarametiardaivtelDang, f fflnd**" mir inehtdeotlge wftteh olgebniaclier 
FOnktlomn, «nfle eiw oindeDtige mittela eP^pHanhir Fi mkHwien : 

(ö) e,-lr «i-fM. fi-f'W* 



m, BSno« ■JctfanWia Itamn. 


BflxnDTknng. Dis GWdwmgiftjnn (1) kann auch fBr dis Kurvoa 
dritter Ordnuiig mit Doppo^’unkt bsw. Spltso Tcrwaadot mrdon. 1%’ 
tfellt die ddchoxig (1) nimlksh ia» Kam mit l>appdpuiikt, 
für eine Xnrve mit ^pttse dar. 

TangentoiL Die Kurve (1) hat nadiFonnd (IQ, fSl, die KhuKi6, 
die Karre die KIbmb < die Kurve (8) die Klwe 8. An dnom 
Punkt Q aofieriulb der Knrn (1) kann man ileo lodii TkxigBiiten an (Ud 
K urve deboD. Dne Barflhnni^Niiikta Hegen auf einem KogalaDhnlU, 
nJhnllch anf der Folam das Punktea Q. Von den aealia Tkngoaton liilloa 
nrel wenn die betraflande Tangants eine WflDdatangimte lat 

Wenn ^ auf dar Kurve Hegt, fidlen swel von ncha l^mgnten ndt dar 
Tangente ds Panktaa Q tamianmn] lat Q Wendepunkt, ao feUon miftar 
drei von doi aacha mit der Wendetangente Bwonnnen. In allen ondmini 
PBllai lizid die aadu Tangenten vanelqander vendiladai, wie tnun 
dnrdi Betrachtung der drwliei Knrve aofort ehuleht. Bel den Kurven (^ 
und (8) venlngem rieh die Tangentenaahlen um awei baw. drei. Mhn 
kann aJao an einem Punkt Q dtf Kurve (1), (l) oder (8) an die Kurve 
(auBer der Tas^ente ln vier, nwl baw. eine Tangente dohen. Dine 
Zehlm verrlogm dnh um Blns, wenn Q Wendepimkt Ift 

Tranaf ormatlonen der Kurva ln alch. Die Knrve (8) bealtat co> 
pnQdtlve ‘Danefacmatlonen ln äch: 


-Ä-A'U. 

lÄ-fll- 

Die Kurve (!Q hat aeefaa piujekltve Tkandannatlonen ln sich; 








Die Knrve ( 1 ) geatattet; wia wir aehoi wcadna, eine Grnppa von ndacla- 
atena 18 porajektlven Tkenafinnetlanan, wehhe dia naim Wandopnakto 
trendtlv ve rta na ch t Ba gilt nftmlkh: 

Sata 1, Zu jtäa» Wmdspt mM w gaUM tim f ro fMi m S ^ tgi htn g 
ür Kun» i» M, wMt dia iaH§m WmiapmkU jm mm in mhmttH. 

Man kann dan Sata direkt ena (1) ahleaBn: Die ^degefamg iat nindidi 
dnrefa — % gOgeben. Man hum den Sets andi ohna EoordlBataii» 

tranefonnatkm bemrian. Indem man daven anageht, dafl die Bolara 
dea Wndqamktaa w ln mel Geraden flerftUtj "»twHoTi gio Wando* 
tangente und eine nidit dnrdi » gehende Gende f. Iat mm a ein Fankt 
von f, 10 wwden die Schnittpunkte der Gaade 97 mit der Karvo aue 
der fliwHwing 

/• w ;«+ A ^ ^ +/•{*,») C +/.(•) C - 0 



|IL Kbttv d dtl » Ontanng. 
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gefondm. Darin !it mm /((i^ ^0 mid /|(v, f) «0, mll « tnf der Korro 
und < auf der enten Fohze von V liegt Abo lit ndtjl^: auch 
dno TJiMmg der dekfaang. IHs pcoJdUlvs Spfegobing, dk den Pnnkt 
ln — Hbnrf&hrt fBlirt ndt die Km« ln akh Aber. 

üavadont blefben bei der Splegrinng mir der Punkt w und die Punkte 
dff Geraden f. «elcfae rirJinr ketu Waukpuukte rind (denn Ihr« Tkn- 
gsiten ■rfwiriifan die Knrve nodi in v). Aln «erden dks Ton « w- 
MjAiwHanm Waukponkte dnzdi die ripkgfihing paanwdan vertonaebt 

Je nvel dnich die Spl^gehmg v ertnuoc hte Punkte llegai anf einer 
Geiidai durch m. Die Verb lndn nyifailB 'von « mit rinam uideran 
Wndqnnkt enthllt ebo Immw nodi ehren dritton Wendqionkt. Und 
de « ein beUeUger Wendepunkt «er, eo folgt: 

Sets S. Diß VifUMiimfHMß wmt i tr WmiäptmiU «ntttt immtr 
noch dum iriüm Wmi»pmüd, 

DbMT Solx gilt wie leln Beirria lelgt, euch IQr Knrvon ndt Doppel- 
ponkt In der Tat hat db Kurve (I), «le nun durch Anbtelhnig der 
Hoaeiachen Kurve n&rt efairieht genon drei Wendepunkte, welche 
mxd der Geraden ih^O Hegen. Anf Kurve (8) findet der Sets keine 
^^mraufamg, da ^ nur elnsi Wendepunkt (0, 0, 1) beritzt. 

Sati 8. /# md Wmds p utü Hi wtrim dunA dtu im iu SatM 1 m- 
wäktUm Spi i d t m t m w tHmmek t * 

Dom Ihre Verbindnogriinle anthUt noch Soti I noch einen drlttea 
Wendqmnkt v, n dem norii Soti 1 elno Gidegeliiiig gebSrt, die je 
a«d mit 9 ln einer Geraden Hegende WendepmÄte ver t nii ac ht 

An Sota 8 folgt nnldiBt dofl die projektlva InvtrknteJ der Kurve (1) 
nicht von der Wohl dea Wendepanktea abUngt, der ab Bdn (0, 0. 1] 
gewählt wird. Wetter folgt, doB die Gruppe 9 der pn^ek üvi Ikoni- 
foemathmen der Kurve ln rieh db Wmdepunkto Wwritfv wtonaefat 
Db Üh Uug r u ppe von 0, db den Punkt « fort IflBt hot nach Sols 1 
i ^yiniWwM db Ordnung 9. Ihn Nebenkhmen fOhnn « b ofie neun 
Wendepunkte der Kurve Aber. Abo hat db Gruppe 9 Tnhub ot nn a db 
Ordnung 18. 

DleWendepnnktekonflguratlon. Wir wrdlen nun db von den nenn 
Wendeimnkten edum dcppelpaoktfrebn knhtochen Kurve gefatldete Konfl- 
gdiatkm utitwroclvv'- Db Untemebung veriluft rein k n ii lil iia lnri a rii . 

Vm Wendepunkt « gehen vier Geraden aua. db Ja iwel 

«eltae WendeptmktB enthalten. WUilt man für « der Betbe noch 

alb neun Wendepunkte, m oihfllt mon^ «U Verfabdnngeganden, 

db nüt den nenn Wendepunkten eine „KuuflgunUan 64!^" Ulden 
(neun Pnnkte, durch jedn Punkt vier Geraden, und U Geraden, anf 
jeder Geraden drei Punkte). 

Sind 4 ^ Wendepunkte anf einer Geraden g, ao gehen durch 
•j.ii.fly je drei wettere Geraden, dbalbVBnditadaarind. So erimlten 



EQ. JUtmt tlphnilMlin Kkmn. 


wir (mit s ■ M a mmm ) Gmsdon durch Ox.Og oder H* 

hMbn iwd Gendm flfaiig, dio wodor dnreh ^ nach duich ig noch 
dmdi^gohea. U Jtflhio von dien, nnd iliid 6 |. Bg. fydlo auf AUqgaxbn 
WondqiaiiktB, v tind mit i,h und dm nonn Goadm Ot bg Khan ulk 
dnrdi odor bg gehondm Gendm endii^L Ei bldbt 

ilio vm ^ U Goodm obe flbrig, dlo weder dnrdi «i, «g, ^ norb 
daiA bi,bt,b^ gdxt Sie ludfie / and gebe durch 

Jede Gerade wie f gdiOrt demnach ra ehum ebiügm Gondeotzlpiü 
(f, kt f)i mld» geiÄ alle neon WoDdepnnkto onthilt Da jodo von 
dm IS Gendm ra etnem and nnr einem atddien Tdpd gobfirt, gibt n 
▼kr ■nieha 'D^pd. Domlt haben wir 

Sati ^ lA» nmm Wmdtpmbk lamn iUh in vitr W^mn in irri 
Tripd m U^m» m iafl jtüt Wpd e«/ «kur Gmidm Migf. 

’ H w M jp J iTwn wir e^ Zadqgang bi drei Tripel mit 

BO Wjin man die Nameriernng dar b^ tmd og ao wflblm, daß efaie mita 
Zeriegnng dnrcb 

gagdien iit Die dritte and vkrte Zorlqgang kflnnm dann nar ao lanton: 

Wlhb man du JKoort MnalB n ayelm i n, daB die ylor Ponkte an Og. #11(1 
die frJ ywWi fnhnwwy ipn n Koordbiitan erbaltm: 

ao ortialtm anf Gnmd der Lagdwriehmigm nrlRbm dm nenn Punktoa, 
die dnidi an m e IS Gendm gagebm dod, die flbilgim Ponkte awangih 
Unflg die fiilgmdm Komdlnatm! 

Alt-».!);- 1 ^; ^(0,0) [»"--si. 
Die loga der -oeon Wdidaponkte kt demnach, nnahhlngig von der 
Invariante/ dar Kam, bk enf afaie projekttva Thmaftinnatlm dndaiüg 
beatfamnt WendepanktäkmllgnntlQn UBt dch dnrdi ndle Pimkie 
nldit lealkiaim, da die (Eeldnmga*M — 8 fan Redtea nicht Vkbarkt. 

Pliflt mm die oUgm vier Geradentc^ ala aariallende Korvm 
8 . Ordmmg ant ao be aÜDU n m «wd von flmm dn Bflacfad, deumBuk* 
^mkte anaere nenn Weodeponkte dnd. Dleaem Bflmhd gehflran audi 
die andecmi hdrtm Gendentripel aoarle die or^rtngHdie Korve C aa, 
da ale aHa dnrdi die nenn Jka kp nn kte dea Bfladiela ^ehm.. Auch db 
Hkmdm Knive H von C gdWkt ma dwnulhm Grande dem Bflaehel 
en. Du Bfladiel kt dtannadi aadi dnröh 

4tC + iaH-0 

gagebm, Han nennt ea du jyi ygd / wHi BQukd (tfdCv>aic >■ anaammeQ» 
gejodit) der Xnrre C. 
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I Mi Pvhkt^nppm uf liiwr Kim drtttar Otdmv. 


Satifl. Fetal «MM mw m kiiinu Pmkt$ igr Ehmu dü ^ 
taotaitaM «wi ta(tata MM tan* «011 ta« fta 

üte BMd 9tm Swnfm j.OntaMf. dm dmm «MM mek di§ md 
rndm» (kndmtiripd mtgtUn«, to hdbm M Kunm dimm BMdt 
im dm «mm i^ ü n m PumM ikr§ Wmtd^pmüdM. 

Jdewela. lit « ober vn dm nam Punkten, lo wiAi die entm 
Pakten eim v ln bemg anf dlo Kunrni dei Btadudi ein Eagehdmltt- 
bflediaL Der Punkt w kt dann und unr Aann Wendepunkt dnreh 
m gdmnden Kurve C, mim die ante PoZaze von w ln beäug auf C 
arAnt Nuu gibt ea vier Emnpfaira deaBfkdieli, ryiniHrfi die vier in 
Sets 4 onrfllmtan Geradentc^, dlo ln v ttma Wentapunkt 
Bl gibt ako ln dem KegelndmittbQBcfael vier «arfufltyd f 
Sin KegelacbnittbQaQhel enthfllt aber, vrann nicht alle Ekmente da 
Bfleohek nrbllen. hflcfaitepa drd MrAUgrA TrB grf«*ii4Hw, ai^ np. 
kDm eUe X^gekefanttte daa Bflachda. d. h. v kt ein Wen&punkt fOr 
oDe Kurven da Bflacbala. 

Ana SateS folgt, daB ade Kurven ^C+AtF dea i^iijgetkchm 
Bflaohek dkeelliii Wendqiunkte bibwn nje <Üe Kurve C. 

Anfgaknu l. Bi gibt oiiie Of^ipi yaa BU pzo)«fcthp«i TisiHiaeDiAtaMiiu 
vmhd» dk Wi KUp a nk ta iMing ii im tlon tmd daa ajijiallwln |a dUi - 

f ia wlwli Sie wrHiilt ik Honnattiller die von. der %diMfaiiieei m y*f*n 1 
«iMita Gnvpe vw U EeBbrntkam, db Jele danb» Kur« ta ln 

dA txBa^xmtat. 

i> IBb BnuHtavrvetB », ti« da* dnd caC da Knrtv (4) bev. (1| von <diia 
G e rvda negoeihiilttaMn Pwiikfai geixagei da Okanh— g 

bnr. 

oda noflli E l efahr n i ig von ttibnmng— a VmMm v - wir., 
famr. 


• + <+e«0. 

1. Om bekaeali Aiii U Hni aHw <«iii da «O^tkotaai Puktlanai liAfe ■*<* ■> 
MMrirOflloai: Dk Branatemat« e.^« da dal SofaalttpaaUi dam Qmadkaa 
xBlt da dnxdi dk Buanataduvtallnf (k daxgalriltM Ektia i. Oidnmg fBnOfML 
da Biktke 

» + • + •■0 (Mod Bekdoo), 


1 14. Pun ktg r uppen auf einer Kurve dritte r Ordtnmg, 

Wt VfuUen die Funktgruppm^^untecBobeo. die an! einer Kurve 
8. Ordmnig von andewn Kurven auggeeeWtfaa e u t dah . Dabei 
vPBdea mriirfache Sri m i Lipinktfl ndt dar zkhtlgm irninpikHai geidhlt. 

>) Dm Wai Paaktgnm» kk nlfe dMi GrappMlMgilff tiMiIi ipi toa. Bi 1a> 
a l ata et kdlglkii rine ak&fae taadd vue PioÄka. «akr d«Me d—ni » Ikakii 
aadi nwhnnah v at h o ain ai dari. 



m. Ebne elpfanleDhe Knmn. 


El wird do fflr iflanü iDgenommoDi daO mehrfacho Ihuikto vim A'i 
rArht ln doi botnchtatoa Pnnktgnippon v urh uuu nen; die Kurvrn Km, 
ndt die Xorv« goKfanttton wird, mllai Almi dlo oiwa vitr- 
hontWMi molirfiicheD PnnklQ wm vonncWöii. 

Sati 1. Wmm w» im Zm S eMi ^uu ktm ein» Knree tihhr (M~ 
mmi Km mU ätm Knm 8. Ori mni K^ärdm» einer (iemien 0 efiu Ag 
flwign-Wffffi Mfdffi, w weeim üe iM§m S(m— J) «m einer Awrw 
1)^ Orimmi K^^i m» JK^ mttgmimitim, 

Bewela Die Gerade G habe die OakhunE ih**"^^* Korvu Kt 
halBe/-iO, die Kurve JTaebcmoJrnO. Bi haiiclidt aldi lunBidift ihntni, 
xn Aifl du ^ieofaer Schnlttpunltt 5 von Kg nnd G aiidi oln mlixki*' 

n*mm ft4eaim Sdmlttpmikt von Km und G ht. Du lolHon wir wi; 
DleZwelgaatwlcklting dee Uneuen Zwdgoe | vmi Kg Im Ihmkto S lilinint 
ln den Gäledeni ndt 1|T, ndt dmr Zwid^sntwlcfching dnr (ii** 
nden G flberaln. Wenn ilao die Formi^ anf dom Zweig 9 ofnu Ocdniiiiff 
2 ft hat, IO hat de ■»«* enf dom ent^xnchoDdon Zwdg dor Goradon fr 
ndüdntaM die Okdmmg/ib Der Punkt 5 lat elio mlndoatone tdn ^foelier 
Sc hnittpun kt won Km A G. 

Setxt man mm ln F{sg, 1 ^ und /(S|, ij botdo Malo 
■0 hommm die drd NnlliteUen da* Pnon /(D, «i, sQ unter don Niill- 
■teUen dar Form F{%m ndt dor rlchüflon Vkdradilidt vnr, uml 
daher lit F(0, 1 ^, dnrah /(O, tdlbar: 

F(0. Jj - /(O, Xy, ■ g{si, %). 

Zieht man mm ^ Glieder vmi P und /, dlo don Fkktnr Sg onthultwi. 
wieder heran, ao lolgt 

(1) F(%, - Hsg, Sy, sj + Je • *(«1. 

Ana (1) folgt, daB die Ordnung dar Fbrm F(e) auf Jedom Zwolg <k*r 
Knrra /^O ^ekh dv Ordnung der Form Sg * 8 ( 1 ) lat Dlo Sw Soimitt- 
punkte woo FmQ und /»O vartdOen deh al» oirf dlo drd Schnltl]iuiiklc 
yaa ndt/MO und dlo 8 (w— 1 ) Sdmlt 4 mnktDvankia 0 utMl/^-<(J. 

wir rinhiw aoi Sata 1 annBohiit ofadge afadhohe Fülgonmgan. 

Sati t. Verbittiä mm He meki- SekätipmiMle ei$m Kege i m knitt m Kg 
mi einer Knm Kg immweim inreh irei Gemim gy, gg, A, «eUk dh 
Kmrn Kg am dritten Uäe in Py, Pg, Pg aehneiien, ao tini Py, /*•. 
Pg Hä StkniH/mnkle mmKgmtt Hnm Geraim, (Von den 0 + 8 Punikttm 
dfirfon boHehlg Ttob anrnnimfaiftiHfin. aber dar Eogelaehnltt dnr/kdnui 
Dop p elp un kt der KnrpoJC^ enihaltaa.) 

Bewela. JCi und PyPg mflgen naainmen dlo Knnm und a dir 
Geradfl G dea Sataea 1 bOden. admeldo Kg mm drlttoninal ^ 0« 
und gf achnolda JS^ ln Bf. Dann folgt, dafl A|A«BgB^Pi(7 auf diiotn 
Xegdadmitt UegSL 

Von cHeaen 0 Schnittpunkten Hegen wieder 8 anf dner Geraden, 
n i mH c h Ag, Bg, P^ Alao abid (wieder naoh Sati 1) AgBgQ die SchnlU- 
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ptmkte vcm mit dner Gendm Dlov iit «bar alio lit 
Q^Pm- 

Sati fl enthfllt als SpesloUall, man Ä, in elnon Kflgelschnltt nnd 
ein« Gnrada und io iwd Gendm ssrUlt, dm FASCAiachm Sats 
mH Bsfaim dbntUchm GraixOHm. (Man «ddinn dne Flgnrl) 

Man kann Sots fl auch dlnkt bowdn, Indem man ans dom dnreh 

itif gnmwn ntiri ft fa hw H itimlnn Xni w wilinidiBT wfn ■nlfJiMTtMmp lar* 

ousifflhlt, wdehos lEgmddnon debantan Punkt Q des KqgdichnlttM 
onthfllt Dlcni Bxoraplar moB dann, da es dfl3)m Fankte mit dom 
Kagdschnltt gemdnsam hot, dm Kegdicfanltt als Bsdandtdl mtboltm. 
Der oDdera Bostandtdl Ist dne Gende, «dche die Funkte P|, P|, P, 
aithfllt 

LlBt man den Kogulicfanltt des Sotses 8 ln swd «nm nmnfalkmri« 
Gendm onsartm, so erhllt man 

SntsS. Diß ird Tmt g et tifn in im ird St h niUpmM m dm Gs- 
mim g mü dm Kim» J. Or i mmg a d m di»n ii» Kim» w»ikr in 
ird PmMm Pi, P|, P|, Ü» m/ dm G »rn im U»g»n. 

WBhlt man g als VerWndimgdlnle mraler Wendsponkte, eo eriiUt 
men vm noDom den Satafl dei vorigen Fangi^pben: Anf der Ver- 
btndnn^Unlo iffder Wundqionkte Hegt stets dn dritter Wendepnnkt. 

Vm non an mdge die Kurve K^ als liradndbel engenammm iverdm. 
Wir «flhlm dnm üBstm Punkt P« der Kurve (natflxUcfa krtinan Doppel- 
punkt) nnd definleran jetst für si^ bdleblgB Punkte P, Q eine S ti mm» 
fcdgeDdonnaBeu: Die Vorfalndnn^Hnlo PQ schneidet die Kurve noch 
in Kt nnd dlo VaUndnngdinla PiP' schneidet die Kurve wdter ln R, ' 
Denn sdmlben wir P -)- $ » P.^) 

Dia eo eikUrte Addition ist ofbnbor kamnratattv nnd eludouLlg 
niukdirfaer. Der Funkt P| ist dos NnUelemODt der Addition: 

P + Pg-P. 

Wir werden bowelson. doO die Addition auch na ndatl v lat: 

(J’ + W + Ä-P + Cft-I-Ä). 

Wir setxen 9+P^Z7 nnd bobon an bewdsm 

1) Anl diH «WH»!*«* ateu — helnllg unratoada DaOoltlaa vriid man von 
telBt idBlixI; Uten niu a a t wl sr viii.dBr Tbeorie ite'DIvtairaifclimo in dg^ 
bndrtvi T ni»h**»«nwfciw p»w odor von dar Ihaario dar alBptealuai Fnaktloami 
oegiriit Stallt "a«"Hwh dia tetMmAtwmitm Pnnkta dar Knrva tla Jt p ti o Bh a 
Fuaktlooaa vm « dar, od dofl P« nua Buoiuotoi eml 0, P nm Wort iVi- 0 asm 
W«tmuidAnBWart«eialiartaoWs^ + «0>i<u(diodFariiidaD). Bomtai 
all«! ~ 0 «id 1« M 0 dlo OlakliHeimi d« Gondoe PQK and P^XJP, oo ht dm- 
Qaoüant oliio ratlamio PoekUDD dar Koonllaalm oliias verkhlaB Kirvm- 
puktaa Olm rim aUptiaDha Fonktkm'vm « mit don HelMrikB md no und 
danNteMnadO. inmtedkSemmadoriralhMlmiMiiaraUlptiaaiiaBPeiiktlDii, 
voniladartaeidloSatiiiiiadarMsiaMaafaiaFariada, Ei£olit«F + iig— «smO. 
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m, TTIrn alg uUmfariw i Komn. 


P+I7-T. Nach BdliittkH der Addition mflgea 
PQS* von alnor Gonukm 

P^SS* tt 11 11 Aj 

SPT* II II 11 ft 

PtPP* II II II / 

. QSU' it 

PtVir b 

uHUmdhiilttSQ verdan. Wir ndlen bowehon« daß anch PÜT voa alnor 
Gendaa om^aadmlttaD wordaa. Wbr aaidaa Sabi 1 an, Din PunUto 
PQS* SRV PtUÜ* werden von obier Kurve S. Ordnung bfib otm- 
geachnlttaii aber P^SS' weiden wm Ai auegeadudtteu, alao wordUm 
die flhrigan Punkte 7* C^IPvQoelnräKBgelediiilttau^gaBchiiltton, 

Aber QRtT werden won Ay an^ ee eh nlttMi, ako wvden (wieder nck^ 
• Sati 1) PT* ü vm einer Garaden kt itqgeichnltten. Banna folgt 
MfartP+t7—r,dBnnP|rr* werden von einer Geraden ^aiBywcbnlt ton. 
Ei geben annlt alla gewflhnlkfaen Regeln der AditiHon,. 

Nun bewe lw p wir den entacheUaiden 

Sats h DU fm Sd Mlip i m k U Sni.nStm^m K^mÜ dnw Kttrvt 
m4ar Or d a iey JE. gwi fl | | w i itr GWeAaaf 

( 1 ) Si * 1 " ^ 1 * 1 " " ’ " 1 " 

Däbd M Pa da lmt§r P mU, aiaiMflA der irÜU SttmiUptmH der 
TengHde PtWÜ JTi. 

D ewe ii dnrdi ToIIatflndigB Induktion nach m, FOr m«! folgt dlo 
BdlB1^lt^ngaofortaoaderDa£blltiondel'9nlI^na^+5|+5•i«(5J+• 

+ S|. Iit nlmHch R dar diltto Sehnlttpiinkt Tun ^P« ndt der Kurve, 
nwlid, da 5i 5| 5^ anf einer Geraden Hq^i 5^ und P+ 5a H 
Vnr nefamen nun die Bdwnpbnig IBr Kurven Gfadei ak riclitJg 

an. 5a'5| admaide dk Kuire com drittai Mal ln P, obonn SgSf ln Q 
und PQ bl Ri Dann werden die Punkte 5t, . . P, Q, P von alnnr 
Kurve (M+l)>tan Gtadei ina anggeadfanlttan, die ana JT« und dor 
Geraden PQR beatefat Von dkann Pudeten werden 5i, 5^, P von elnor 
Gendeo ouageachnltten, ako nach Satsl dlb Gruppe 5t»<7P 

von einer Kurve ai>tar Ordnnng; aber wiederum von einer O«»- 
ladoD, ako .,5|s,P von efaasr Kurve (ai>-l)-ter Ordnung Ka 
Nadi der Ind nktl a nav o nxu aotaung kt ako 


^ + *** + ^B + K*(ai— 1 ) Pf 

^ + 5 . + P-Pt 
^ + 54 + ^«i Pt 

^ + S,+ ... + 5;. + P + Ö + Ä-eai + l)Pt. 
&ibtrahkrt man davon P+0+K»Pt, ao folgt die Behauptung (fl). 


Dajo iddkte man 
und ertillt 
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Anfc SaU 4 lUgt: Vom dem S mt S okm ÜtfitMi/m eftur fedm Kwwe 
miU «Amt miiM dmrtk dU Doppdpmtkb morn gek ende n Krnno iai 
jeder eiiadne dmrtk die 8«~1 Hirigem ehdemüg hediimmt, 
adgan mm, dafi man die Sa» — 1 Schidttpnnkle 5].. 
auf JE^ toBorhalb der Doppoljxpikto wlllkfirliidi wlhleD kann, mit uidarai 
Wnrten, da8 dnrdi Je S m — 1 Punkts nnf ndndBetaiii «in« nicht 
onthaltande Kurve M-tar Ordnung geht Fttr ««1 und iit die 
Behauptnng Idar; wir nehmen n]aoai2& 8 an. Die Uneare Sdbar aller K«, 
die dmeh 8 ta — 1 gegeboio Punkto gefaon, hat ndndeatana dlo Dlmeoaioa 

+ 1. 


Die liDeoTB alkr K^, weldM JE^ ala Beatondtell enthalten, 
hat aber die Dtmenrion 




r 


Die enigecannto Dimenalan lat grOfior. elao gibt ea tatalnhtidi Enrven 
dxudi Sas^i, weldie JE^ ni^t ala BeatandteU enthalten. Der 

8m-ta Sdmittpunkt vun JT. mit JE^ lat der durch (I) healfmm to Punkt 
5^0. Alao haben wir 

Sata5. Nalmemdigmiid kimret e li eii d dmjür, daß Pm k le mmf K^eom 
einer aweltan Kmrm muag e Kilimtti m werdem, üi die Be d imgi m g (1). 

Ana.UafmafnlgftipriilffrfWalfMtVwrallywnwfiwnngAtrfiaHwl Tindtt? 

Sata 6. Wem won dem 8(ai+») Sek m iüfmmJdeu einer mU einer 
Km+m i f ynd 8« nmf JS^ eom einer Km mnagmeknüien werd e n, ao werden 
die Mrigem 8 n eon einer K. nn^eeekniUem. 

Denn «m» 

^ + ^ + ••• + ^p+ip "(• + •) -Pi 

und- 


^ + 5i + *** + ^. — «Pi 


folgt doreh Snbtraktioa . 

^•+i + *** + ^«+i«"*Pi* 

■ SdilieflUch büwulaui wir noch: 

Sata 7. Wem Km 'md K^ dieeeüe Gtwppe pm 8 m Pmttem ewi K^ 
mnmi/nieiden, m id im Büaekel der Knrwen Km md JE]^ eine ee rf n ii en de 
Kmee JE^JE^b^i eorkanden, md die 8) 

S ehn ittpmJde eon Km md K^ li eg en emj K^.i> 

Bawoltr Ba mI (P Irgendeb Funkt von JE^, ds nicht ln der Giujipe 
dar S*«! Funkte vokommL ln dem von JE. und lE2v anljgeaiianntBn 
Bflaohel glM ea eine Korve dnrdi dn Funkt Q. Dieae hat 8 ai+1 Punkte 
mit JE^ genülnaBm« alao enthlU ale JE^ ah BeJandten« und wir kflonen ale 
mit beialchnen. Die Schnittpankte von Km imd rind die 

Baalqiaiikta dea Bflaobda, atao-anoh die Schnlttpfpnkte von Km md 
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in, TThf— ilfdbniWia Kama, 


JKglCa.i, d. h. M ilDd dlo Scbidttpaiikte von und vormofarl 
mn difl ▼oa und .drB.a» 

DI 0 S**« 0, 0, 7 gutattm Hhr viele Amrandimgaa, voa dam mir 
rifligB he raua gegri fll Bo wintko Znnflcbit kmnmeo wir oodi dnniul 
■af die Wwidqwnktätonflgnratlon sorflck. Ei gibt fmnw ehien Wondis 
pimkt,ivlrUlimeni]B<P|ataWaDdqmnUaziiiebizifla Dizm lit Pj» 
wb* benUmon dleien Pimkt mit 0 (Knl^nnikt). Die Berthnmnng dpr 
WandqxmktB W hmmnt inf die TJirnig der GlafrJning 

STP -0 


fabieiia. Wenn ei infior der TJlrnng Tf »0 noch eine Lflnmg Ü glhl. 
m lit inch 1 U^U'{-U dno LOping, nnd ee gilt 

0 + 17 + 117 


die dzel WendeponkteO, U, 1 U n« y * n ln «**nw Geraden. Gibt ei niller 
0, Z7, 2 Z7 noch dnoi Wadeponkt V, n gibt ei ^eldi nenn yeiicfalQdnie 
Wendeponl^ 


P) 


0 U 1Z7 
V a+K tü+v 
%V 17 + 17 117 + 17. 


Du Irt " 1 "^ du Uoxininm. In der TU aaben «Ir, diB die drei Enrvoii- 
typen HI, ü, I der Bdbe nich einen, drei nnd nenn WendeiMnikU 
beoHaeo. Die EnolIgnntlDa der neon Wendeponkte Ist an dem Soluma^) 
mfe r t n entnehmen: imtm- daim« venn drei von den nenn Pankteit 
die Snnnne 0 eigdien, Hagen äa nd efnar Geraden. Du lit der Fkll 
Ar die Funkte der ZeUen nnd S|nltea fan Sofaema (1), Kiwle für dfa» 
ivUcbe (wie Del e nnlniintwi g Hednr ) au jeder SSeUe nnd Spalhi 
genan m Im i Fmdct entbalten. 

El folgt jetst: Situ fwDk Kwü 3 . O Hm mg M äum ödst M mllf 

Dal « efaun nellea Wmdepnnkt gibt, ergibt ilch dantniL dal lUo 
hnaglnlran Wendqamkte mir ln Furai konjugiert kompleiBr anftfeloi 
kflimen. Wir kftmren ako ffir P« dnen reel^ Wendepnnkt wihka. 
Jat dann ü ab iwelter leeDer Wendepunkt, ao lat ancb 8 U reell, nmt 
ee gibt drei neOe Wend^ionkta 0, Z7, 1 Z7. Eben vbrtm reellen Wende* 
pnärt kann u nicht mehr geben, denn dann wlre db gmy« Woedch 
prniktihunflgnraüon (8) ndl, wu nach | n imnWig Hrfi lit 

Unter dom Taap uU a ipm iJ d tim Pnnktu P der Knm K% veratelit 
man den dtlUen Sc hnlt tpinikt der Xugente b P mit der Kurve. Der 
Tangeoth^nnkt Q wird dnrch 


- lP+<?-Pi 

deAilat Zn gagebadem Thngentlabraikt Q gibt u anf einer Kurve vom 
lypu I vier Fnnkta P, anf eher Kurve vom T^poi n mtal Ponkto P, 
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auf ajnsr Knrvo vom Typua m dnon Pnokt P. Dlo fflaldiiing 

W ax-p,-Q 

hot Bomlt rtetB vlar Lflmigiii (bsw. iwd, bmr. ofaio Lflnng). 

Wir betiachtfla mm eine Kiirv 0 von Typoi I, iloo «Im ohne 
Doppelponktn. Sind X und Y invfd Lflmgen von (4). n M die DUEb- 
rans X—Y dno TAnng von 


olio fldiur dar vier Pankto, doran Tkngentfaüpankt Pj irt. Ei alen 
Pn» Dl« ^ dlon vier Punkte, Denn mtitelieD ein alle TJiainyn X 
da: (dj) uu efaier lAiing Y dnrdi Addition von P«. Di» 

odor Die Zuordnung 

X^Y + Dt (rf-l.Ä.8) 

lit fttr Jedei i ofaie nlmdndenrigo Znocdniing von der Pnlode t: lot 
X^Y-{-Dt, wa Irt oDdi Y-JT+A- £v fOf «fao «f/ da Kum M 
IwooMitmm vom Pmi hpMt r m (X, Y), lo ääß iWi X*1*Y, wdMtm ä 
X und Y ddt diMiAM knbtHm Jtism PmmM X iti 

in jmUr ImeMio n t in a in im id i P u nk t Y j wj eafdii n<, mi imPi m ä l Y 
iM mkdmm in dar tßsickm W§it$ X angtordnd. 

Die TkngBnteD one efaum vertododklian Kurvenponkt A haben die 
hemodsonwerto Sganadolt, doO ihr Doppetvorhiltnli komtant lit. 
DioMi folgt OOS 

Sati 8. ZMU wo» dnrak ainm fmim Kw w mp m M Q oBi 
Grnndm n, wdeh$ iU Xvrvi /i in mv^ wAovm Pmk l m di, ni iii fWd e w 
flidpWk w rW w d i / MM avAla Ai mi Uid$ mü dnmn fmim J f wrv M 
S nnd moU Üt dtit^n Sd^nil^imilt Di« Umm Gtmdsn mit dm 
Kmu, ao gdün dis VmhMmgdinitn oBi derek ainm fmim 

XdnmpmkiR, D nn i kl dnli dU Gmädsn dm BiuihdQt so d m M d nf th dm 
B ünkd R, mi dim Z war dM Wf 
iai ains I^ofabt hi/it . 

Be well. Wir haboo 

0 + dj + il| “ Pj 

Ai+S +Äi"Pi 

il| + 5 + ^ A 

Di + '®i + '® "Pi* 

Dama durch Addition und 
Snbtraktkm: 

{5) Q + S-^iS^O, 

DdÜdn lit P ln der Tu kmtint (imabhftnglg von der Geroden o). Die 
Znoidnung f k lit affaabar rinfiindnnt%. Um m nlgaii doB ^ eine 



Pjrqjdtlvitit hA, wlhka ^ äob imtß Lage c' der Geraden a, lcoii> 
atnih re n dam ^ececliilftaniifllg die Pnokts tn^ dii* 

Gsade ¥, den S dmh tp iu ikt von a mid V mJt C, den von a* 

und h mit C* und beetiuii daB S, C, C' auf dner Goradon Uagon. Wir 
vraodm m dam Zived S^s 7 mit an. beatehe ona don virr 
Gmaden ebanao ana Htm viof Gereden a', 

und S*^ achneklnn dkmibo Pnnktgnippc 
am dm Knrve JTg ana Alao Hu^ii 
nadi Satx 7 die reatÜdien vier Sdmitlpankte S, S,C,C oof ahi«T 
Goadan. Bla Zooidiimig Ufit dch danwinrfi ao bemolatoll^u : 
Mm arhredda # mit V» piqiilaie ana 5 auf a' mMl verUndo mit Ji, 
Smnlt kt die Znoidnmig afne I^ektMät 

Za g e g ebanan Q und R kann man anf Gmnd der Glolcfainig (B) ateia 
afai jnimilfa 5 finden. 

Wlblt man IBr a Inaha a nndar e aina Tkngeate, ao.wird Aj^A^ 
vnd alio vlrd auch h eine Tkngenta. Alao dnd dlo vier 

Ikngentan an ^ m den vlar Tluigaatan anaü projektiv mid haben «faiii- 
aelbe Düppel vetüUtnla. Da Q n^ R wlllkfldiche Kurv en pun ktn al«L 
ao folgt: 

Sata 0. Dn DoppämMiit üt akr r e wy i d i w. äU umn am oimm 
Pmit Q im Kmm K^ mäU Kana jMm kmm, 4dm im WM in 
PmUm Q wifMdtifff. 

Wlblt man fOr Q einen Wandqwnkt, ao iriid d™ der vier Thngonlen 
die Wendatangente. Legan wir Q nadi (Q, 0, 1) mid die Tkngoote In 
die Gerede ao folgt. daB daa in Sata 0 enrlhnto Do^l- 

vezbflltnii ^eich dem Tkllwlilltnia dm drei Worebhi a|, 
daa fadmNm m a lfarm (1), |18, wkammendenPolynoiDa 4a* — ^gi 3h^g§ kt. 

Äniwü mL L Blna kaUidia Xkrv« ohaa Dann^makt bnfart dni Syetano 
am Imtl iiidea Ke^iaifaBltni. Jn Jalaai 8yatan haim su ml von 

dm dsri DarUmnpgKniktMi wfllkiifldi nUeo; dv dxlUa iit danii abuSnUa 
baUaat 


A Ita gibt 
A 


ildit 
Ja ln 


Fankt mit <tar 


J a dm a l dto dal Tkngaptai an dlo Kbrra ddit. 


dla dne doi^alpenklXkelD 
VWkahhdt fl bäflloai. Ikns 
Wwdapeaktan 


f IB« Dia Arrfnwmig ^ SbigolerititeL 

^ eine nicht Bbkllendo ebeno algebndwlio 

Knrve vem Gxade w > 1, mllfln dieaa Kurve ln eine andere tranig 
faf i h i m an. dla k ein e a nd e ra ii ela f*ikidie Pmikte mit t 

vere rbledwwin Tlmgentai badtat. Daa Hüfnittal daso Udet dne. 
aefar a hriarhe , in batden Rlditmigen latknale IVenifianitttioo dm Sbuie 
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in lieh ( Cr 4 m o n i [ th u u lw mw U on)t db dudi d!fl Fbnneln 
(1) Ci^ Ci! 

(S) CiCi^ CiCi: CiCl 

gegeben wixd. DoB (S) die Anflflnng vim (1) im FbU ^ 

lat klar. Die TnnifoEiiiatlan (1) bt atao Dim edgene Invene, Sie bt 
Buflotalb der Seitan dee Fnn^meDtBldjeiecka efaieiiideiitig, fahrt aber 
Alle Pmikte der Seite ih""0 ^ db gegenabedlageDde 
Über; entqvecheDdea ^t fOr db ObtJ^ Seiten. Für db Sehen dee 
jruodamoitaldrBlecfca bt db 'TraiiBfannaÜon nadi ( 1 ) nnbedbimiL 
Setst man ln db Qebhmig der vogelcgten Kurve db 

Vorfaaitarifw ertB (t) eb, m eihllt man e^ tnnabmderte Gbhdmng 

(8) /(^Ci* CiCii CiCi) ^0, 

Geht db uz^rOn^bhe Kurve /«O nicht dmeh eine Sehe dea Fnnda- 
maitaldrriacka, w entqsbht Jedon Punkt dbHT Kqrve ebdautlg ein 
Punkt der Kurve (8), jmd db letatore bt (nach f 10) faiedodbaL Geht 
abs /vO dmeh eizie Ecke, etwa dnzch (1^ 0, b), m rind aDa GUeder ln 
/(yv.Ä.yk) durch Ä oder y* tdlbar, und dahv qiaU 0 t/(%i|,itS. 
dim Fakte Jf ab. Hat /mO b (1| 0, 0) eben f^bdun Ponkt, ao qiaUet 
eogar genau dm Fhlto ab. Wir aet aeu abo 

(d) 

und nennen g(0H0 db I r m Mf om t trU iTevw von /mO. 

Doidi die SnbeHtntion 

Qibllt man ana (4) 

Atmn W> mni4i iimy<k«hr f fwmfi iWn tfn Mg ntmbr to Knrw ven gmtd. Wlie 
ladegbar. to wIn nach (B) auch t{y%,yi»y^ ■artegfaar, 
Qutg ege n der Voranaetnrng. Abo bt g(0 "0 eine mia^ügban Kurve. 

Dnicb Difterentlatbn nach % folgt ane (4), wenn db Ab> 

Idtnugen von / und a(i li db von f bnd: 

Midtiidbbrt iww «Ww* enf beiden Seitan mit ly und wndet 

dia SuuMcha Idonthflt 

ä/SW + ä/IW+ääM - */w 

an. ■> folgt: 
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m. Btaoe «Tgirfwlilia Kiuvui. 


Analogs GUddnnigsii goltsn mlAilkh fftr dlo bsldon andoron Ab* 
Isltnn^ 

Wie bei jeder xatkmalea AbbUdnnf entqvlcfat jedem ZweJg dor 
Kurve /»«O obdeiitlg ein Zweig der Kurve f » 0 . und urngdrahrt Slml 
%(v}i ‘ihM» ^ FoCanirjhaoeiitwlcUinigeii dnei Zeeigai | dor 
Kurve /«O, ao eibAlt mm die dee entspracfaenden Zwcdgea }' dor Knrvc 
g-O, Indan man nmldiafc die Produkte ^ (t) ^(t), %(t) ^^(t) 

MLw und denn am rihean drei PotenaraUian einen etwa voriumdenon 
genielnmmen Faktor v* entfiumt: 

<i(T)T*-ihWih(r) 


Der Fakter t* tritt nur dann airf, vwnm der Anagangapnnkt dea Zweign | 
urfnn dar itffiri den iteng ittnaiwndrwli^lrii jgt, Mefaman Irlr etwa ani 
lifcwa Mi die ( 1 , 0 , 0 ], und die Tuigeote des Zwdgea ad knino Seite 
dea KoocdtnaiandreieGki, ao lantm die Po te nartühenmtwlddungon doa 
Zweigm ao: 


CO 


%W-1 

||lW - »*t* + ii+» v*+‘ + • • • (**+«) 

+ ' *• {a*+0) 


Man findet dann Awk und 


( 8 ) 


CiW"**a*T* + (Ä*c*+i +**+iC*)t*+* + • 

CiW“ •* + <k+if + ' 
fiW “ ^ + 0*+iT + • • * • 


Der Anfangspunkt dea Zweiges |' Hegt also in diesem Fall anf dar gdgan- 
flberUegBn&m Seite dea Kooedtoatendretoda. BOdst man umgärahrtj 
vom iMlg §' angsheod. 

ifcW-CiWCiW 

^W — CiW<iW 
^W-ftWCiW* 

BO erhllt man, von einem unweaentUchnn Faktor abgeaalien. 

den urapriii i gHdian Zweig | wieder inrflek. 

W!r gehon mm an die iAn00«nig der SltignleriHUim". Wir nolumin 
anf der Kurve /«O ehe beaHimnta SingnlaHtit, d. h. einan mehrlaehon 
Punkt 0 vor, den wir inflflam, dL h. ln etoflachere Slngnlarittten Tur- 
Ipudeln wunim. Wir legen die Ecke (1, 0, 0) dea Koontinatendrelocka 
ln 0, wlhlen die drei aiidecwi Buken snOeriielb der Kurve und ao, dnO 
die Selten dee Koardtnatendieledn ladne Knrventangenten elnd nnd 
.keine nwbrftriim Punkte der Ktirve «nOer 0 enthelt^ In dar Glol- 
dnmg (4) wlrä dum tHiasO, wfllxrend r die Vlelftichhait den Ponktas O 
■ngibt Wir baben mm dxsiedel au nateiaochen: 
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1 . Die V^xkung der TmulionDatiofi. uif die Zweige doe Punktee 0 , 
1 . die ¥nrkuiig eaf die Zweige In don Schnittpunkten der Dralecks- 
Klten mit der Knrve, 

S. die ¥%kcng anf die flbrigen Kurvenponkto und ihre Zweige, 
fflhnm dn ICaB fOr die KompUderthdt etoer Singukritit O ein, 
ngxniidi die SchnittpnnktsnultlplUtAt von O ek Schnit^xmkt der 
Kurve /»O mH dar Folaze dnoe Ponktee P. der ao gewflblt wird. daB 
dkwe Mnltlpililtftt mfl^icbat itM» audllit lat 0 dn dnfadiar Pnnkt. 
ao bat dieaea lIoB den Wert Null, bd mehrfarhm Punkten lat es dagegen 
Immer > 0 . 

Die SchnittmoltipUiitit der Kurve mit der Polare aetat dch ans 
D e lüQgMi Kaammen, die von den venddadenen Zweigen dea Punkten 0 
herriUuen. Wir werden nnn laigen, daß fOr jedon efaninen Zweig | 
dea Pnnktea 0 der Bdtng durch die oUge Crononatnuiafonnatloo ateta 
veridetoert wird, üalla 0 wirklich do vielfücher Punkt, alao wenn f > 1 iat 
Cit Cit Ci veratoben wir die Butenardhen (8), unter iji, 
die an ( 7 ) p r op a r thmaien Potaniralhen 

ih™CiCii 

welche den Zweig ) dantellon. Die Polare dnea Punkten P(a%f9i;i,9iJ 
die fildffhnng 

»•/•(»?) -0 

und Bcfaneldat den Zweig | mit einer Vinlftiflhhdt, die 2 dom Minlnxum 
der Ordnungen der Puieuiieihen /« (17)1 A 97)1/1(17) irt und 'die im eü’ 
ganminmn (aufler Xflr qjealelie Lagen den Punkten F) ^ekh dleaan Mlnlr 
mnm lat Wir können annehmen, daß die Ecko ( 0 , 0, 1 ) dea Koardlnaten- 
drelacha «nii*« apadelle Lage hat, dafi ako die Ordnnog /t der 
PoteoBeIhe /g(i7) ndun glddi dem erwtimten Minimum lat 

Setit man nun -fftr a|, in (0) die Fotenarelhen (•, Cu Ci olo, 
ao folgt wegen a » / « 0. /(17) — 0, f (0 ■■ 0: 

" ÄCaÄi(Ci» tii Wi 

oder nadi Kflraung von Ct 

(P) ■ •“Ci/i 97 a'%*^ " tt”* faöt(fa* Ci* W- 

Dia llnim Selto hat genau die Ordnung ^ da Ci °Ach (H) die Ordnung 
Noll bat Der Fhktor ledita hat die Ordnung (f~l) h nnd Ci die 
Ordnung 0 . Ako hat der Faktor fJ(Ct, Ci* C^ die Ordnung 

p— (^— 1)*<P- 

Daa MbHimm i dsr Ordnungim von gi(C)ifi(C)^fi(C) kt um ao mehr 
Alao hat, aldi die ndnhnak SchnlttvieUicfahelt dea Zwelgea mit 
der Bokie dnxeh dk Cnmonatientfonnatkai In der Tkt veiUeinert 
Wir woiden una nun a w elleua den Schntttpunktoi der Drekcka- 
aMtan mit der Knrve in. Lk^ ein eolchor Punkt etwa auf der Dielecka-. 



■die ih^O, 10 hot (k der Scbnittpaiikt oln frinhdior asln nUto, (lo 
Ordimiig 1, vAhrand nod iji dis Ordnong Noll hoben: 

+ + («i+O) 

ih — + + Ä+0) 

1h*"PjT+ (^ + 0). 

Der tnnifamdartB Zweig helfit 

Be Jundalt dcfa eleo om etneo lineoren Zweig im Punkt (0, 0, 1). dancn 
Tkngentoirlchtnng dnrth du VoriiAltnle : e, gegeben i^hd, tlu vun 
der Lege des Panktee 1^. 0) uf dar geganfiberilegenden Dreiecke 
leltB, TOD dom wir a iie gegengm wiien, olAljagt Do (Ue Sdudttpunkto 
der Knrve /«O mit den Dreiecheaeltsi aufiertmlb 0 olle ole vendiladeii 
angenammai wnideo, orfaeltsi wir fttr die tnnafonnlsrten llnonnm 
ZwdgB ln den Ecfcmi des Dralecki lauter vencfaledene Tenganton. Uh 
ihid olao dnrch die OemoiiBtronilbnnaÜon wwe SingiUMrÜättM auf- 
getreten, nflmUch PwdUi mit tmdtr lintarm Zwtig tH mÜ fr- 

t nHHtm reofurf ea . 

Wir hoben drlttns noch die Punkte n batncfaten, welche woder hi 
einer noch anfeiaar Saite des PhndoiDoolaldrelecki Hegen. PBrdkao 
Punkte bt die (kemonetriTurihrmarion alnelndBatlg. Sie traniionnkirL 
(wie man leicht nachrechnet) lineare Zweige ln lineare Zweige, und sie 
binafinnlert andi die llutgentenrlditiingen der Zweige in nlehim 
Punkt einetodentlg. Elnfube Punkte gtfun eamlt ln elnikdw Puoktu 
fibv, f4adie Punkte ndt f geüeuuten Tangenten wieder ln obenaololie. 
HanM ei kcb mn ringnUre Punkte, m folgt ani der Formel (0), dkt 
anch plr dlaen FUl gilt, dafl die Sdmlttviallachlieltfen der Zwel^ mit 
den Polumi ln dlenn FÜl imgelndert bleiben; du WftB der SfaiguhiitAt 
orliflht dch al» nicht 

Deflnlert man mm fttr Jede Knrve /mQ eine gi»n«A Ziüil ^(/) nlK 
die Summe der si«gniurf«aiwi«aa aller der dngnllrea P nn kte, din 
nicht nnr vlelkcbe Pimkte mit getreonton Tkngenten abd, so folgt nun 
dem Vtnngefaeaden, dafi die Zahl /i(/)i faHi be nicht Null lat, dnreli 
eine geqlgiwtn rjiwinn«h-«n»frirTTurion gteti verklehurt werden kann. 
Noch endUdi vielen aolchon TVa n a frTrma tikman wird >c(/)**0, und ndr 
habn ^ Satn: 

Jäü imiuM kwm /-O liß M imh dm AMiomb 7>wn- 
fcmdicn ^ dm aoMa NrMMdula, iU war „ w o n w e/ a** SinigdarUit^ 

Am hm wiäUMkä mA 

w WWW A WWW ^WW U^W^WVe^PVW 4 VOTWO 

Aubabe. MUiäga dattifarohihwlui ataauhOr fflüluto kirva 

1». 



I IS. Die Invidua te Geerihledrtia. Die R-OcnaolMB. Fonneliu QQ 

i 26. Die Inreriexn des Geeddeditai. Die PLOcDRnhen PonneliL 

Ee Ksi » der Gnd dnor oboooa irrediudblen Kurve K and st' Ibre 
Klume. Wir bemchnan IDr olle iddit gevQbnllchan Punkte von K die 
Chenkterlfltlkcn (A, /) nnd Ukkui die Snmmon 

«'- 2 ' (/“!). 

t holOt dlo tiZohl der Spitsen", f' die ,JSSebl der Wendepunkte". In 
der Tnt. wenn oi kdne nodomn oaDagewdbnlklien Zmlge ik SpUien 
(2, 1) nnd Wendqmnkte (1, 1) |{Ibti m bedontet f wirklich die Amhl 
<1or Sjdtnm nnd f' dlo Annhl der Wondepunkte. 

Wir oetun imn 

( 1 ) + 

and Dosinon dlo dnreh (1) (loflnlorto ntimwle Zehl f dse GmphlM dor 
Kurve. worden nnchhor nhen. daU f eine guue Zahl ^ 0 liti nnd 
daU ^ bol nllon blntlonalen TnuiafonnadaiKn der Kurve Invorbnt Uelbt 
Wir hringon ranlchet die Doflnltkm dos Geechlechtoi auf eine etwai 
nndoro Fonn. Wir nebmon der Efnlachbelt halber wieder an. der 
IHinkt (0, 0, 1) Uoge nicht auf der Kurve. Wir betrachten einen oll- 
gomoinen Pimkt (1. ». ») dor Knrve £, wubol ein « eine alg^nlecbo 
Punktkn vnn w liit, und botrachtan die Vanwolgunn’ankte dieser 
Punktion m. d. h. (Uc^onlgen Werto oder oo, In denen niebieni 
PotoiurelhenmtwIcklangDn csi,. . . ,att tu elneoi Zyfcel neaxnnientretqa. 
Dlo Zahl kt dlo Vonwdgnngsurdnung, kt dlo Ordnung der Funktion 
f» — « (bow. fr>) onf dem betrefToideo Zweig. Denkt men nun sn die 
Klofliinkatlun der SSwolgo (§91). ■> sieht nun. dofl 

k^kt falk die Zwulgtnngente nicht durch (0.0. 1) gabt. 
AdiA-|-/. folk dk Zwulgtongonte durch (0.0. 1) geht 
Ka Ji(dgt ako. wenn Ober olk k> 1 lununkrt wird: 

wobd dk ktiton Sumino tich nur Ober dlejeolgon Zweige arstrockt. 
doronThngouton durch don Pnnkt (0. 0. 1) gehen, sko dk SumnM 
dar VkUkchhelten der Taoguntdh ans (0, 0. 1). edff dk JOesM wf. Die 
‘Siinink '^'(*—1) belDt die Fwiw rf |H »|i i e k f * von cs als olgobrilicher 
FünktiofTvon «. SchlloBUch kt eise: 

W ■■ J + M* t 

Setst nkn das ln (1) ebi. so folgt 

ln Worten; DU «fosr PmMm o. 

igr m^tkärigm «JIisMMm KfWfs kt 


1 * 
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m . BbM « ip »— Kirfoo . 


Eb kt okbt wänm, dkm Satt auch fSr dan Fall sa bemkeax, daB 
dar Punkt (0. 0, 1), der biihar anBeiiialb dar Knrva enganonmian inndo« 
dn f-&cbar Ftnikt dar Kurve mit lantar gwvfihnUchen ZmdgoD. ht. 
ln dkm FkB wird der Gmd n dar Ftmktkm eo nicht gialcli m, Bondom 
M — ff auch wird nldit la'i aozidani tu* ft und ob 

Dbb Geadiladit hingt eng «aaitimen mit den Dilfemmeim dea 
FanktkneokOcpen K^«). Danmtor ventaht man Iblgnndna. Ubh 
D lfhnntlal dar nnahhlngigBn Vetflndariicfaen 4 h oqU ein UoBob Hymbnl 
oder, wann man will, eine Unbedhnmta aein. lat woltar ^ ligondoino 
Fmiktkn dea Kficpen. ao aetien wir 


Unter der Orim m f dea Dlffdantkla 4h anf ligondninem Zwdg iler 
Knrv« voratehan wir die Ordmmg dea DifisrantlalqDotlflDtan 4hI4x nach 
der r>tMintftiii«4dp» wtwfan X. Dia Ordnong am 4fi lat (hnmutapraGbend 
die Otdmmg am 


rffl * 


Hat H^H auf elnim Zwdg die Onhumg k\ 

•— a — « if * + •••, 

ao hat 4h die Oidnnng 1—1, dnndi DUhrt Lü atlon fidgt 

Nur ln den Vonwdgnngqmnktan lat h am 1 aeranhladon; ea gibt lUai» 
andi fflr daa DUKaiantial 4u nor aide Zwdga, anf danm aaiiw 

Qcdlmng am Noll wri-htiwliin iet. Wird auf dnem Zwdg 
ao whd 

w — + ••• 

— *^^^7*“* + • ■ • , 

. alBD wlxd die Ordnung am di* dort — A— 1. Nun lat 

-A-1-{A-1)-1A. 

]31e Summn der Ocdnnngen daa DifiBrantlab dw «iLi J&ndgcu 
wbd gUkfa 

^(A— 1) — X,. 8 A M « 1 S; 

dabd badeotat die Summa, tfawi Über aFa Zwdga mit «»oo, ab« 
'Ober aFa Scfanlt^pankte der Kniaa thH der Gaiülan Da -dioN 

Sefanlttpankte anf jedem Zweig Jewafla die VleUadihdt A habon, wird 
A ^dch dam Gnd m der Korae. Alao: . 



|iB. Dlt Imnukatm Am nwnhlwTifi, JMi BLDcKmohm Bbtindn« IQl 


Die Stmme imr Ordmmgm 4m DiffemMe in mti «to Kwmh 
emi§ni itt ^eieh 

Dbji gilt mm aber nicht nur für •ondom fOr jadoi DUfemitkl 

di7- Jjd#, 

denn drildn lit eine Fonlctlon dea KOipen, und die S i i miTw der Oid< 
aangan einer ulchen Ftmktlon auf aUi« Zweigen lit gfailfJi Noll (| 90). 

Auh dlewr Bemerkung ftügt mm aofart der S&te wm dm Iwemimm 
im Gemkimdiim! 

Wem wmd Knnm /*0 wiid f-iO hkelkmäl mtftdimdm eii§Mdä 
mmdett höimem, m Mbm äe imtühe GeeddeeM. 

Denn bt (w,a) ein aUgsneliier Punkt ds etnen und (p«d) i*nnr 
dar nnderen Kurve, to entiiiicht jeder Pnnktlaa yemiflge der 

ratiosmlen AbbUdmig eine Funktion ff{9,d) nnd Jedem Zweig ein Zwdg. 
Del* OrteunUnnialerenden dee Zwe|^ enfaqvl^ wieder die Orta< 
unUbnnliderande, dem DUIeientialqaotientea wieder der DUfarential« 
quntlont, fiatfinh blelbeD die Ordnungen der DUGorentlale dff eriiilten 
and cialwir udi deren Stmune 9^~9. 

Ala ente Anwendung dea Sahw von der Invarlani dea Gemhleditra 
bowelaen wir, dafl daa Goochlecht ateti eine ganie ZaW ^ 0 lat VPlr 
klbincn nach |90 jode Kurve bdmtkmal ln eine Kurve K mit hntw 
Mnonnakn“ SingnlazitUon, nftmUch ip*iadian Punkten ndt getrennten 
Tkngunten, vervrandeln. die Kurve den Gnul la, ao lat Ihre Khuwe ai' 
nach §11 gleich 

1 )— 1 ), 

wobei die- Summe sich Ober alle vleUluhen Pun kt e eratreckt Ba folgt 

H w' + a— 9a»M 9 ai 

(»»- 1 ) (•-!)- 

Dlo redite Seite lat oine gerade Zahl, udthfai lat ^ gans, Wir kOnnen 

aetsoQ nnd nmneq dann d die „Zahl der Doppelpankte", indem wir 
einen f^&dien Punkt fftr Do^ppdpunkte aMhlen. Dann wird 

lUne Kurve, weldia ln jedem f*&cben Ponkt dar Kurve K (nilt 
normnlan Singnliritltanl) nrindeattma eiaen (r>~l)-liidien Punkt hat, 
helBt eine nifmitmie Xnm ao K. Damit ein gogebener Punkt efai 

^faduir Punkt einer Kurve k""0 aal, deren B^oefflakntHi 

Unotro Gietchungen ni erflUlen, denn wenn etwa -(1, 0, 0) der Ponkt kd, 
m mfheen ln to Kntwlddnng von A(a|, *i, Jsj) nadi aulaUlgeuden 
Potenaan von und die (^eto to Ortomgen 0, 1, fahlen. 
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ni. Bbno alioindtacha Karvoa. 


Wm a^ytmglflTta Kurve hat miilt (abbAnglge oder un 

abhfliiglgB) Ilnoue Bedfaigungen ni arfflnan. Sie echnektot dlo Knnn 
ln öm vlatfrchfla Pnnktaa je r(r->l)-l)ub, In^geamt also S^fadi. 

Ee gibt u^juDglflrte Knrven der Ordnmig m— 1, x,B. die eab 
Pfdue dnoi bdleMgen Ponktee. Da cUa Geamtiahl der Schnlttpiiokt)i 
ven Kurve und Bolaie « 1 ( 111 — 1) beti^, ao folgt 

(4) Sd^»(«i~l). 

Ba gibt nger ei^niiglflrte Kurven dar Ordnung die onfln 

den vleUachen Punkten noch 

beliebig vorgegebene Knrvenpunkte enthalten. Denn eine Korvo dei 
Ordnung «— 1 hat * Koefnaimitan, denen man abo 

Bedlngungeo anferiegeo kann, ohne daB da alle veracbirinden nifbinn 
Da die Schnlttpankteahl wieder ««(m—l) betrtgt, eo folgt 

lg + ^ «|(M-1) 

oder 

(B) d s 

oder wegoi (8) 

Die Xhglelchinig (4) gilt, wie der Beweto aelgt, nicht nur /flr Ixiedu- 
ilble, aondem für beUaUge Knrven ohne mehrfache Bwtandtoile, dk 
Uog^ielclinng (0) nur fOr Irtedndble Kurven, aber mit beliebigen Stogn- 
lailtlten. Bc^ sind die acbärlaten Ihrer Art 

Der Begriff dee Grecihlechtea llBt alch noch auf ndurible Knrvea 
Obartregen: Die Deflnltkm (1) bleibt dleaalbeL Da dUe Klaas, Spltsenaihl 
und Grad einer nrihllendm Kurve gleich der S?™«« der Elaaen, 
SpHseoiahlen und Gnde der Beetandtelle afaicl, ao let iflr ofaio Kurvob 
die in r Beetandtelle von den Geerhlcchtam xerÜUt, 

odor 

(0) + + 1- 

Dfa PLOcmaoiW» Pa nwel«. Dia dnale Kurve einer (Irredulblen) 
Kurve hat nach dem Süx vni der Invarians dea GeKbladitea daaelbo 
Gschlecht wie die nnprflngUche Kurve. Daher gilt dnal m (1) 

(!) w + e— 


I ML Dte Inrukiu da Ganhlah tw. DIi ftflmmu hao Ftannila. 1Q8 


Zo doi Facmflln (1), (S) tritt non dlo Fcrmel (S) doe | llj woldio dlo 
Klaae m' dmch dsn G^iHiiiiddiirdidle ArtnndAoahldsraliigiillnm 
Funkte eiierlifldit. Bwtehon dkno nur eue i Snotaiqianktoo und s 
Spänen, m M nach |ll: 

(B) w'-ai(w~l)-Sd»ai. 

Bel panndnr Ddlnltkai der Zihl i gilt dien FociiibI oudi, wenn dlo 
Kurve h&ere SfaignlazltUini bodtat Zum TM^al hat nm ohionywiaclifln 

Punkt mit ge trenn üm Thngnton tle Knotenpunkte in dhlen. 

ebemo alnan Berflhrnngiknoten ili nral Knotanpankte unr. In Jedffln 
TOmnlfall geboi düs Ifathodm das | S1 dlo HflgllchkBlt, aunoniÄnan, 
weldiQ Gidßo men von «(ii—l) nlwiilehnn hat, um die EüamB m' 
SU ertultsn, und dleie GrflDo kann man hnznor auf die Fbrm Bd+li 
bringen; detm nach | Sl, An%al» 4 lat de atsti ^ 8 a, und de untar- 
achd^ dch von 8 j Innnor um eine gmdo Zahl, dmn nach (1) lat m'+t 
eino gmde ZahL 

I>^ n lat die Formol 

(g) »-»'(w'-ll-Sd'-Bf', 

ln der d' die p— deflnlorte Zahl dar Doppeltangnoton bodentet 
Wir wlodaÄolon noch ofaunal dlo gohmdaoen Formefai: 

(1), CT) + + 

(B) lif— 8 a 

CB) m -«F'(flv'-l)-Sd'-8a'. 

Darin bodeotat w den Gnul dar Kurve, ai' dlo Kieme, a und a' dlo Zahl 
der Späm und die der Wendepunkto, i und d' die Zahl der Doppel- 
punkte und die dm DeppaUangenten, anhlteflUnh ^ daa GeaohkahL 
Durch Subtiaktlan ana (1) mid (7) 

(10) a'-a-i8(w'-fli) 

oder, ivenn der Wert von m' ana olngeBotat wIrI, 

(U) a'i-SwCM-^-ad-Ba. 

Dual dam gilt 

(1^ a-8M'(ai'-l)'-0d'->8a'. 

(B)i C^i (ll)i (1^ helBaa die Pifli wriiaibw Fa r ml n, Ana Urnen 
kann men d' bmochnan, vaun es a, d gegebn alnd. 

Satit «' ana (8) ln (1) ein, ao fblgt nadi einiger Umfbnnung die 
bequeoH GwaohlarhtiftifnwT ; 

(U) 

Ala Amrendnnpbeiqplel benchnon wir die Zahl der Wendqamkte 
ttnd Doppattanguaten einar doppd^ianktftaleii Knrve OKter Ordnung, 
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m. 


«IfBbrminiM Karvaa. 


Am (8) folgt smAcfait dk XbM 

«•' — <••(•» 1 — 1 ). 

Sodum folgt m (10) oder (11) dta Zahl dar Wendopunkte 

j'«-S«»(fii— i), 

■diHeflUch an (0) dk Zahl der Doppdtangcnton 
2d'-iii'(»'-l)-ei-8t' 

. —»(i»— l)(i»i^— «— 1)— «— 0«(#»—S) 

-•(«•-a)(ai^-9) 

g'-ifii(fli-l)^-0). 

InboKudere hat efaie doppe^xraktlnk Kuttb 4. Ordnung 88 noppcl- 
tangenten^). 

1 ) dimb halm mbi liilw ■>■ ifwiiütj ElgaiiHhami. 8 Wm Hnmi 
(J. nina ni|nr. UaO. Bd. 40). (J. niiie uimr. Uitt. Bd. 41 nml M), 

Aaoiraau> POmt. AUL Batta lOM) ■. M. Nasnm pfatfa. Ana. Bd. II and 
Alih. Akad. Matiitan Bd. 11). Eh» gatn BlnflUixiuig ln dan OapnUnd llndal 
BMa fai H.1Vknii Lahilaieh der A)|eUa IL 


VlortBi Kapitd. 

Algebraische Mannigfaltigkeiten. 

§ 27« Puxikta Ini mltaroo Rdatloiiitraiia SfMdaJidamzic* 

BUier habon wir Immgr nur Ponkta mh Tr«vwWiM»fl n 

an alnani foaton Kflrper K betxachtat. Jatit arwaUani wir P imfct . 
befirUl, indam wir andi Poxikta nlanai, dann Koocdizwtai Unbntiizimte 
oder aigobreiHdia Fnnktlonan von TJnbaatiinnitan ■ii ytiwhigr 

Etemonto ifipsKl ahm Bi w iiUi un g ika r paa von K dnd. Ein „Fankt 
Im w ol t aron Sinn" doa Vdetommnea lit alao ain Syatam von » Eie- 

mantfln >>| y. ahm ballafaigen ErwattannigdEBEpen von JT, mid 

antqnochend wM ain Pimkt hn waitafon Shma daa projaktivan Ramziea ^ 
doflnlart. Auch die Bagriffe -daa Unaaren Eanmaa, dar Hyparfllche naw. 
worden aiwultert, Indon ala B a dlmnum g ^aiii kta dar Uneeian Rinme 
Fnnkto Im wollaran Sinn logdenen warien faiw. <TiifaT¥i ala EoafBdantan 
der Gloicbnng dar' Hyparfllche belieUga Elamenta ahm E i wa itanrn ge- 
kflrpan i von K ngalaaBn worden« 

Dar E l w olloni ngrirflcpar , ana dam die Efementa yi. . . .. entnaonnen 

WQidon, lat nicht ala tin fedar Kfltpar in dankm, aoDdem vtahnahr 

■ti itfn urfiTwtor Tgftrpar, dar im T^wfc dnar flMnatriMdii*BgfarwrfTfnTig 

ao oft ala nötig wottar er woi ta r t wardan kann, i. B. dnreh Hliiamiahine 
von lininer naoan Unbaathmnten nod algdnJadban Fnnktkman dian' 
Unbaathrnnton. Im AngonbUck der BinfDhning ahiar Beihe vm neuen 
Unbeathnmtan wenfen alle admn hüber etegeffihrtan GrflÖen ab Kan- 
itantan botrechtat ond dem Gnmdkörper adjnnglart gedadit Daa baifit: 
Bd der EinfOhnnig von nanm Unbeatimmtaa «i, . . .i w» gilt ab Gnmd- 
kflipor der Körper JT, der an dam myflngllchen Gnmdkfieper K dmdi 
Adjanktfam aller firflhor batfaefatatoi Gröto antataht. 

Algobrabcho Erwoitannigon daa JawoQa T^kllagondfoi Efirpaia ^ntden 
iramar, wenn arfordeiilch, aiiitaej|m4wid vnkseflUxrL Waofl eine 
HyporllBcha mit KneflUenten am efam Ei w düaim gaMkper K* von K 
mit einer Garadan inm Schnitt gdmdit wird, ao werden db Schnitt 
ponkto dnrafa T>nng ehiar algdwtbdian (Baldning gewoanan. Wir 
deokon tma famnar doi Körper K* doreh Adjirnktlon dUntlkdier 
Wurvln dhwar algabrebdien (Balcfaiing aiwailart. In dl ew m Shme 
Ukinen wir te (bm wadiaanden Körper JT Jada al^bcabche (Edclnnig 

ab lödmr b atrachtan^). 

I) Dartb dbm Art dir Bifcouhtuf vwmddwi wir dia , 

dh aAtig am daa KBipw Jt* tabUfcBob aa Äwa alipfarakeli ahpHido^ww 
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IV. AlfrtnUie MMiwigfaIH|fcaitna. 


Untar dDem Pmkl doi projoktlven Rnuinoi vmlobui 

vnrdnfln loldifln Pnnkt, dossQ KoordliiRtenwhAltiiliBO 
•IgelnlHdi itnahhflng ig fai bong oof don Gmndkfifper K dncL ISi nO 
ein kefau ilgebraiKfae GWdnmg f{sjx^, . . ,, oder, wu tku- 

aelh« ilt, kobe homogene algebniiche Reiatloa i^(kiia^i...,aJnO 
mit Xoeffidenten im K bertehen, eofeni nicht du / bnr. die 

Form F IdentlKh TezKbwliidflt. Men erfallt elnon oUgoniolDon Punkt 

X. B., Indem ™ti alle Eoordlneten all Unbastimmte ennfanmt. 

oder ench, htOmn men Xtapl ietxt und x« eie UnbaÜnuntc 

annbnmL 

Eine atlgmiint Eyptrtbtm ln 5 ^ lat ebw eolcho Hyperabona n, 
deren Eoelflilenteaveriilltnlae «i/ni, . . •. tW'ft algofareJach unabblnglg 
in beeng enf K Am beqnemetnn nimmt man elnlach tfa 

ab Unbeatfannite an. Ent^eedieDd bt efno al lgtmt ii w Rypörfläeie «-ten 
Graim eine mlcfae, denn GUclrangiikoeflUentai lauter iinabblnglKfl 
Unbedlmmte dod. 

Bin ail t m t iiu r Ttürwtm 5 ^ bt ein aolcbor, deamn PLOenuaebe 
Xoocdfaiaten keine bümogaie algebralache Rebtlon mit KoefUdanten 
aoB K eriflUen, anBer rnkdian w^inrinMii, die fOr /adu Tdlruun 5 ^ 
gelten. Mu kann dnm ütlgwiMiiwn 5^ &B. ab DuidtadmlU vai 
ff—« aDgameiDeo (vooeinands mubblnglgen) Hyporeb enon odv all 
Verfaindungnnm von »+ 1 tmabhlziglgBa allgeiDelnaa Punkten erfaaltou. 

JtiMnulnw Ein Pmfct (Im mritaran , Sinn) 

heifit eine rtlaUoniiniu SptäiiäsnMg elnea ebenaobbon Pimktoi i, 
trenn alb homagenm ajgeiniiclian Glelchnngen mit 

Knefflalmten.an dem GnmdkQrper X, db fflr den Punkt f gnlton, 
auch fflr den Punkt 1 } gehoD, iram abo ata F({) hO Btoti Colgt F(it) hO 
für Jede FtannF. Zum Bebpielbt jeder Punkt dinRniuneaQlnerBlatioiin< 
treue Speiblblennig eineB oUgemelnea Punktea deoBelben Ranmea Ein 
anderaa Bebidel : ft, . . aeto imtboab Funktionen von nnboatimmton 
l^nuuelein t» undij^, . . ., i]u aMen db Werte dluau ratkmakm Funktkmon 
fltr einen beatlmmtea Wert von i. 

Analog definiert man eine relatlanatrane Spedalbbrung alnee PnnktiH 
pearei (f.i;). einee Pnn kHilp eh 0 . «w. Sdl (^ 17) (f*. 17O 

rebfiontfrena SpedaUenmg min, eo mUmeu alb ln den { und dun q 
dnanln homogeuai. Gbldnnigna F(j, 17)^0 bei der Enebumg von 9 
und nnd von 17 dnrefa ilditlg Üalben. 

Der wbhtlgda Sati Aber rebtlanetreDa SpedoHderungen, dar vor 
allan fax Ka p. 6 inr Antmndnng kommen wird, lautet: 

n nl^ (?iL S. Smmn: Atgrinliafae Tbota dar »kpv, Ldpdi 1 IH 9 - 
Ua tianeflplhi Inrtnhtka kfe daiui vm mu eüM nModUobe Hlaogi vn 
aUolügB uf denel Um irflL In dimr gnane U bilim tlbeckgeeg komom 
■bK Imiiiv ner Mdüflfe vWn algdnbnhe GWebtugB w, apd dlM kOiiMB nach« 
■toanrig In dnr Pdhwfnifi flmi VortamiiHBr polent ew i l i . daB <bbd «Ue 
Ü i nai B lln TndnMfaw bani^M«» «hd. 
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Jti0 nlsUoRtiniu S pmialiiiimMg lifit dA jw nAur fdäMom- 
frwit^ Spmidiaimmi (f • 17 ) h ^ * dwtn , wttm ({, 17 ) ir pnidn 
Pi tnMipitr im wdi t n» Sim 

Bewola. AiiidBrGoBnitheItdDrhoiiiageDflnGielchtuigmiF(j,i |)««0 
kann man nadi dem HiLBKBTBcfaon Tlnriwifi*) dne oodlldie Anahl 
hemuhoben, von denen alle anderan Folgen dnd. Aua dfnam endlich 
vielen Fonnon eliminiero mfen die 17, d. b. man Mda dai Snaoltanten' 
flydom Gt.. G a. Dann iat elao Gii(f)iM0, .... Ga({)« 0 . Daiana folgt 
wegen den* ralatlonitroiien Speafaltiinning 

Nach der Bedoutimg dea ReanltBnteDqpateoia iat alao daa GUdinnf^ 

ayaton nach if Uabar. Dea heiflt, ob 

gibt doen Punkt if, ao daO allo Gidefanngon F{i,fi)^Q andi fDr j*. 
fl* geltBn. 

Bahn Bewela watde weaentlkh davoo Gebnnch gemadit. dafi eaalch. 
wenigatena ln bong auf 17, um hnmogene Gletehrnigen, alao um homogene 
Koordinaten handelt Im ftfAnan Raom gilt dar Sets nicht mehr« dann 
bei da- Spesiallidenmgf-»^ konnte der Pnnkt 17 Ina UnendllcberflckeD. 
Dagegen lat ea nicht w e aen tlidi, daß ea alch nur nm einen Punkt { und 
einen Punkt 17 handelt aondeni der Sata gilt gana ant^etheo d fflr oine 

^ f 

Serie VDO mohieien Ponkteo {t 17, .... 17. 

AsfiBfeaD« 1. Kin h a BW#w ai M aim Gtalofaaiipa 7 *tBn beriiit itBtB iiao ah* 
aiiiiliia LOmb^ bu dtf Joda Lflaiaf darali niaUaaitaHio fltiBihlJriwiing witiiabb 
1. RIagt ^ imrinaal tob 4 ind iveUatoi X^ummatBn t ahb and hirfmi 

dhn ntkaaka FmikÜoaai rinafull« iwii ^ ftr f md ^ lOr I dnfoniit viid« 
uad kt ehw wUtjoortmii flpaikMwTim, io kt aaeh (ff. ^ ^ ftm 

L lit f dk BllgaucteB LBneg Am Udmzwi Oliiiiiiiiiipijilaiib dawaa KoatD* 
sloatn honava» imtksaak FtaktiiiMa -fiai t rind, und wfad | mklkmatiw tat 
igNdilkkrt, traW dar Rang da Oldekmi^yaknB kob Bkht auküdgt, aad 
bk t kna IJkang da niwklMwIiii Okikanpivataib aD kt tf« ^ (Ti fO 
olaaxkaikiBBtnM Spakttdemiig. pü»« fitwnAiMBiiaiMiib 

nanta dar» dk aHanlne LOaag f kai ao , and w md a Aid^ba I an.) 

I SO« AlgabcaJaohe ManoJgfaltlgkaltBO. Ziclaguiig ln Irrednalhle. 

Bine algArwitekf MmmtgiäligßmU hn prajokthen Banm iit die 
Gemmtbett allarPinikto (im weUnun Sion), dom Koordfaiateaifiii • • •« % 
einem Syatem von endlich oder unendlidi viden Ugebniechen G 3 ekÄi|Dgen 

(1) 

mit R««rfnaiiwH»n BOB dm Tf^natan taikfirpHr K genQgen. Gibt ea kehle 
»dftiMw Punkte, ao hafflt die Uanni^fBltlgkBit Im, Dlmn Fbll wsdoi _ 
wir aber immer von der Betrachtung amdiHn O m . 

Auf Gnmd dea HixBEKndwo Badaatcea kann man ein unendUefaea 
G lkr-hrmg ay alp; 1 1 immar düTch ofal ^etchWOrtigeB BTUfflchea BIBetaiBl. 


^ ▼gLUndm Alpin ü» flO. 


IQB 


IV. AlfihrKtoho MaimiglirftlgiiitML 


Entqvedund «lid dsa ■IgobnlKhiB 'Mmurigfftlrigkatt Im nrdüich 
pcolaktfvai Rimn 5^, dmdi oin Syitem ym homqgmen Glddrangen 
in mrnl hornngBoen VarkhlenralhaD: 

W /<(A» • • •» &ii%i • ■ " 0 

dafintart Modit man die Glaldningai (1) oder ( 8 ) dnrch die SoJbitltiitlOtt 
tft^l inhaongan, ao erfaltt man die dekhnngnn einer alge- 
tniBdiai MannigfaltigkBlt im affinen Raum biv. Am+m» — ^ 
adinlbm fortan immer f{x), niw. atatt 

/(fli» • • *h)» /(fi» • ‘ &ii *fi» • • •• 

Der Begriff der algehniadien Mannigfaltigkeit kann noch dadnicb 
veraUgemctoert w ud an,daB man an Stelle der Punkte 17 oder der Pnnkte- 
laare S, andere geooiBtiiKhB GeUdo faetmcfatet, die durch homogene 
Koordinatan gqgeben irmden, i. B. HyparfUchen, fineare TeOrtnrno Sm 
in Sft mnr. Mim kann a. B. von der Manniglaltigkdt allor Ebenen ln 
reden; Ihre GMdmngen alnd dnrch (f)« {7 gegeben. 

Dar Dmcbadmitt mmiar aJgehnJadiBr Mannigfaltigkeitai 

if] und if| lat oSmbar wieder eina algebraJadie Mennlglaltigkelt Aber 
Bi^diaVe i Bl u lg mi g^ oder Stimm aweler algehreiaeharMannigfai ti^Bitan. 
lat eine aalche. äad nlmlldi /i(i 7)«0 nnd 1 ^( 1 ;) hQ die Glekfanngm 
der beiden an vereinlgendan MaimigfaltighBltan, ao Mnd 

/((7)»W-0 

die GWrJrnngm dar Vereinlgnng. 

Eine aigetniacha Maimigfalti^Bit M in S, heiBt Mriighaf oder 
r a faaftrf, weaui Me Somme von awel editen, d. h. von M adbat vor- 
mhiedenen TMhnannlghlrighBitnn lat Eine nniedqgbani Mennlglialtlgkolt 
bflifit krtduribd. 

Hllfaaata. IFaa» dn§ imiMMOU jfemMg/i eWf i W/ M in der Ver- 
Maff wa i non md Ummi^ätkfjkdUn mi enikßUon 

iM, m id M in Ml oim Mt oniheiim. 

Beweia Jeda- Pnnkt vop Jf gehdrt an Mi oder an Mt» aJao sum 
DnrchBcfanitt oder inm Dnrchachnltt MfsMt* Abo lat M 

db Vcninlgmig von Mr\Mi nnd Jf aM|. Da aber M irredudbol 
bt, mnfi flhM dieaer Mannigblrt^ejten Mr\Mi oder Mf\Mt ndt M 
aeUnt fiberolnatimnian, d. h. JM lat ln oder Mt aathaUen. 

Dnrch voflatan dlgB In dnktion Ufit Muh' dlanr Mbaati aofort anf 
m d hra re MajmjgbJH^eitan M ^ . . ., Ab er t rag en . 


*) Dh Wort VmiMiing (oder Semmai M bi SÜaae 

fWMiat Bwbiw ita ib Me Jfi «ad Jf 1 gwiie bi i« , iii ibd. rfod «1« BadaadteDa der 
Bwmifl imr dmeel, irioht T wd irftM li an idLhhau. Htfufioh gaAUts MkaaigUtlf* 
heften werd« nt tW gptter (|N uad | 91 ) Angafthrt 
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Ein SpffriaKafl ; 

Wtm dn PmMi Ut »» mMiPomm in dlm Pmktm dtut irr^ 
dmihUH Ummig/dd^ M NnU wM, m kd fi oitr L äis EimmmImH, 
in dim Pmkt $ u «dh M Udl w Mrtfm. 

Ist dagogai M isiagber. otwa in Ml nnd Af|, ao gibt « ontaai Tmter 
dfladritaterandm GiaicfauiuwaTOM,ahiflFm/^,iMiifaiiiWi P imw^ 
von Ml, ftbar nicht in BÜnn Pimktflo von Mg Noll wiid, mid gibt 
OB eine Form /g, dio in eilen Punkten von Mg, ebernkht in oii*n Ponktaa 
von Mt Null wird. Dbb Produkt /i/g wbd Awn Noll ln elbn Punkten 
von M, eher keiner der Faktoran Ä./g hat dleae EigenecfaafL Damit 
bähen wir ein 

Eretee IrreduBlbllltAtakrlterlnm. Noimmiäit mid kimwirhmi 
fOr dU Ztrlt^käi ä$m M id dU Baidma thm 

PfMtm /i /g, det in dlm PtttMm müNdl wkd, dm daß dm dar 
Fon mu /], /g in dhn Pwüdm ve» M Ndl widL 

Fttr alg^faraiache IfannlgiiBltighBiteQ gilt weiter dar 

Kettenaata. Eim Folga aow MmmigfdU^ddm 
(B) M,:>Mg:>... 

in Ä, od^ S,, in der jadn Mp+t dm tAU Td k m m di ldii^ m Mp 
iei, maß nach aadUeh daUn SMitaa ahbradm. 

Bewela Dtc aalehnngi iW IfnTwlgfalrigfcitfhm 1#^ "iflg"* 

, dar Relho nach anf^eechiieban weiden: 

/i"0, /g^O, . . *0; A + i ^0, • . .,/i^gMO; .... 

Nach dem HiLBXXrachen TlnifMnfi lolgen alle niwirfMing i ^ aa 
endlldi vielen unter ihnoL Daa helfit aber, dafi die (Haidiangea von 
tfi, .... Mj maammon die GUdmngiii aller weiterailfBziiiigfüti^idlten 
xiadi lieh ilohen, olao dafi ea nach M/ kaln« weitaien «ehtan Tdt 
immnlgfaltlgkriton ln der Rolha mahr geben kann. 

Wir ko mm en non ram snindlegeDdeo 

ZerlegangacatB. Jada dpMaeka MamaigfaEi^laU id (iandmikd 
odat) Saaam aoa aadUeh aidaa itradiadiiam 
(4) M-Mi + Mg + ... + M,. 

Be woia. Geaetat, ea gflbe eine MannigfaltlgfcBitM, die nicht Sanune^ - 
von ImdmlblaQ wlio. Dann JM sonlebat M aadi^bar, etwa in Mt 
und M". Wären M' and M" Sonunen von inedndhlen, ao andi M. 
Alio bedixt M oino echte TaihnBnnigftütigtrit Mt oder Mt\ die nfadit 
Sammo von tmdnxiblon iat Dieae bedtat ebanao dne edite Tenmamiig- 
faltigkeit, new. So würde man dne imandHche Kette (8) edialten, wae 
uiunflgitch iat Alao tat ]ado Ifannigfaltigkiiit Mi Smmne von fatediiriNan. 

Binden tigkeltaaati. Dia Daräähuig aünr MdaaadjfdUildU Md da 
lanaaddadMafa ^mmnb fwaHdiaabm hatßi aiata Saaaaaai wbbb ain Smaaataaid 

^ ‘Dntw SaniBM kt hkr aMa'daa aMlHfks Sbbids n vnbriuB. Dia flnm e 

v— n ^rtwiii gjB nr fiHii bataheo« 
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IV. 


HmirigidtHiGritM. 


itkürSmtmim mthdtm U, alm wtg g t lMn mwehbHkmm) von 
MnäNrn id, ob^a dm wm im BaikmfttMß ^ Stmmmtioih timMift. 

Beweli. El tdm • •• +'W‘r"^+ * • * Mi*" 

wkttnbwTB DuftdfaiQgviL An dsoi Hllfkiiti ftdgt, dftO Af| hi dbicr dar 
Mamitgfiirij fcwifwn dTp oitbiltn lit. Nich Xndarung dor RolhonfDlffO 
dar m«"*" wir amirfmian, daB in Jft mthaltaa lit. Eboon lit 
in einar tmthiUaa. Win M> wtre aImi 

dleSimizneifi+ • • • +^0*^ alnfat/iMl tmdif]*^^ 

Ebono omlcht man, dtB . . ., lit. Weitaro Sum- 

mandan Mnn« Amn ln dar iwoltaD Stmuna nicht mehr vor* 
kommen, da dJen aonat Yaridtaabar wIn. 

Dia inadulhlen Maimigtiirijhrftim, die ln dar Daritallang von hf 
ab unve rkfliabani Summa v nrtnmm an, halBan die imikuüUn Bmionä~ 
idU von Mn 

Db obigen Dawaba gobao noch kein Ifflttal, die Zariatpuig ^ in 
inradnilbla TWamWiJlii aOoktiv anaaflUiran, wenn dü Glolchiingcn 
von M gegeben ändL Dbaea Mlttal eiglbt ent db ln 1 81 dargeatcllte 

I If. Der aUgemelna Paukt and db IMmanalim einer irredmlbleii 

liannlgfaltigkBalt* 

Ein Ponkt ( bedBt ein aggaaiilair PmiH einer Mannlghütlgkolt M, 
wenn f an Afgehflrt, and wenn aUehomogenanalgdwilachen Glidclinngon 
ndt Knafflaiiwtan am Jt, db fOr den Ponkt { geitan, fflr alb PonkUi 
vnnIfgeUaa. MH andonn Worten, fiollnlf gäiflren and alb Pnnkte 
von if adniw dmth xetatbadrena Sjyndalblernng am dem Punkt f 
hervergehen. 

Zweite! Irredoilbllltttakrlterlnm. Wtm otm 
htU M okton id^pawAmi PwiAl f belbl, ao iil ab ImdoiliW 

Beweli. Wlce if aariegbar, ao glbe ea ab Produkt /g von iwul 
Formen, daa anf if flbenül verediwbdat, ohne dofi db l^toron iw 
tnn. El folgt 

abo, da /(f) nnd g(i) abem K&per angehOreo, 

/(Ö-O oder f(f)-0. 

folglich bt /nO b albn Ponkten von if oder g ^0 b allen Punklon 
von if , endogen der Annahme. 

Bxlateniaata. Joio nkM Um* fmdiorfWi MmmjffoUi^jkoUMhmihi 
(in ämm fomni t n Brwdt mm pk ik p m von K) tkm dljmoii m 
PmM in 

■ Bewala. Jeder Qnotbnt von iwei Formen glgbhim Gndai 

*■ ) 
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ddinkrt flhia ntlimAle FnnkHoo auf der MannigfelrigtifHt M, Bofbm 
men ninlmmti daB der Ncmiar nicht ln eilen Pnnktm von M NnU bit 
ZwtA solche Ftmktkmen heUSen gleich, 

wenn it^Ft 

Addltlaa, Snbtraktloa, MnlÜpIlkatlon ‘nnd Division von rttkmalen 
Ftanktiofien anf M eigeben Glieder rsäonale Fonkdonen anf M, Die 
imtknalen Ftmktloiien anf M bilden ahn dnen Kflrper, dar den Kon- 
stantenklliper K nrnfoBt. 

Wir Unnen annabmea, daß nicht ln allen Punkten von M c^ekh 
Null Ist Die ratknalon Funkthnen 


boMklman wir mit Weiter Btson' wir fiwl. Dann ist 

(fif • • •* fa) dn allgcändner Pimkt von M. Denn ans 

/(fii • • •» W " 0 

oder, was doaedbe lat, 



folgt, da / homogen ist,. 

/(s^,:^,...,4^w0 auf M 

nnd umgakalirt. Ahn gelton olio homogenen Gtekhangen, die IBr dan , 
Pnnkt ( gelten, fOr alle Funkte von M und nmgaknhrt 

I3n Punkt helfit nomUrt» wenn die erste von Null vefschtedeoe 
XbQvdlnata gleich Eins Ist Jeder Punkt kann ■> nonnlart werden. 
Di^ch Uburameriaung dar Koordinaten kann man ngar alsq 

ennohmeo. helfion dann die Inhamogenen EoocdlnatBn 

von 

Blndeutlgkeltssata /< s— I f ur mi trU aUg mr iM PfmkU f, tf §Ut$r 
' Mmmii/äUgkeil M hlhmmi imhdimK9rftri m !iorp Mmm9 K (f) uKfji), 
im tu El m mU won K fmüplt Mmwdr ^tmpfokrt wmi m . DU 

soa { mti ff sllswMa slso gwiea MaeiAi» 
Bewela Nach Deflnlthm des aOgemednen Punktes gölten olle hömO’ 
genm algebraischen GUchnngen, dto lUr f gelten, euch fflr fjt und 
umgekehrt Ist also so ancb i^^O, uä umgekehrt; Ist die 
ante von NnU vorschledsoa Koordinate von so gflt d a iJbe von 
Dnrdli Ihmmmeriernng dar Koordinaten kflonen wir wegen der Nor* 
tnlenmg anelclun, dafi Ist Jedes Folyiiom ln 

Wim durch HlnsufOgung von Fsktorai so den faHn GUedem 
h o m og o u gemadit mrdoi. Wir onfaian nun Jedem solchen Foljmoin 
/(&ifii&) dnsmibe Polynom tu ijb n» Ist 
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TV. iUfrinWia m« irigfalrigfaltiMi. 


(&. .... fij, iO tat /(ö-f (Ö-O, und dlsM R e bitton , hnmngm gnnncht.. 
gfri g nn gi DoUfirktOl OQCh fllT fjl 

m-iifd-o, iin 

OiHBaZaoidimiig/({)->'/(q)iitaliDelDdBatig. Am donnlbai Gfunds 
tat ila «Tirii ia dw nrngoknlirtai Sichtung slndixitig. Slo Iflhrt Sunuuou 
in fimmpan und Pindnkte in Produkte über, tat atao taomofplL Sie 
fuhrt w aliar in iiber. Der ■> erhaltano InmorphlKUB dw Ringe 
VDd Jr[i2i.-**iita3 etah ohne ^ten» in dnom 
taomarphtaaua der QootiBntenkficpar X((|, . . .. fi) und K{iii, . . i^) 
envettem. Dendt tat eUei beeptaeaL 

Umkehreets. Zu jtim PuM f KoorMuaim irg m dtiium 

M.B. 

Pmutßm thd) ffÜM äm (kraMkta) i ^§ ^ Mwh$ 
Mmmi^aUi^taU M, iarm aJI§mt§iim PuuM t tai. 

Beweis An der Genmtfaelt «Der Fonnon . . .» ndt kon- 
itintan Koefitatantea und ndt der Eigenidialt /(i)^0 lÄBt rieh niudi 
<Wii HnjBEKiecben BeriHuts »mtUeh» Be^ (/n ••••/!) heran»- 
hriieQ. Die Qdchnngen /|m 0,,. doflnierun »JgBfarataclie 
lfMwi4gfatHgfcwiP Mf. Der g egeb ^ Punkt { tat ein eiiguinalnor Punkt 
Tun M; dam { gebdrt ra Mf, und alle homogonon Gkdehungen. die 
fOr i gritn. rind Falgen der Gletdiungen /i«0. . . .. /r *0 und gedten 
driier fttr aSe Punkte van M. 

■ Anf Grund de» Eadatem- und TOn^HgWPiKw kOonoi vir die 
Dt m mai ou einer Irceduriblen Mannigfaltigkeit deflnieran al» die Anaüil 
der algebcatach unabhIngigBu unter den ifnnrHfa«**«" eine» nonnlerton 
allgntafaien Punktea ( Ton if. Man kann diera Zahl nach die Di m t iu i o» 
dee aOgemehien Punktaa { nwnnwn Die Dimdnrion rinar lerlallaDdoD 
jfannifatfgfcwft Vki- ftiw Mehata •mmanaifm iJna« hrrrfnafhlan Bwlnwel- 
tafla, oder, wia daraelha tat, die hfldata Dfanonrinn rinea Punktaa vun M. 
Warn aDe irrndnrihlpm Beetandtelle von M dJo Dimourion d b«bm| Mi 
helfit M rdu d dfamufoaef. 

Dlmenalonaaata. Siuikt mi M* irrtiadbd «mmI Ui M*C.Ut m 
Ui iU J Hm m ti t m um M* kUUm cfa iU wu M, 

Bewela. ^^kfloi:^ amefanien, daB MT und riabm» aueh Mulelil 
in deruneigentlidien B^penbooe Uagen; »dann kfinnen wir ofaion 
aUgemrinen Punkt { yai M und einen allgarnelnan Punkt ^ von M* 
00 nanntacen. daB wird. Jede SalatioQ /({}h 0, d|e fflr den 

aUgianeinan Punkt { von M gÜt. kann durch BinfDhnuig too homogon 
gmadit werden und gilt «vJi Qr 

Nun aelen etwa algefarataohunabblnglg. Dannalnd . .. 
Ir OB andi; alao tat d ^ Wlra>d «^,'80 ipfien alle {f algcfantacli 

abbingig vm Ü. . . .. ^ Da JT eine echte Teflnuumlgialtlgkeit .vun M 
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kt, m gibt m doe Fonn g, dln aitf M* Oborall Null kt, ober nicht 
auf M, Dabor kt 

8(fl+o. g(r)-o. 

kt ilgehnkch abhlnglg von ||, . . ako Wund diur alge> 
Inkdian Oaicfaung 

wo dla Fdynama in |i,. dnd und iy({)^0 kt. Bnatit man 
ln (Haar Glekhnng allo { durch ao wird gj^HO, aln 
ln Wldarqvnch lur Annahme der aJgebrekdum Unabhftngl^dt von 

Folgerung. Jtd$r PmlH ^ mm Af (im wtütrm Sim) kal tiw 
Dimmuion d* ^ d, wo d dk iMMwiaka dar Mumig/tMgktUM 

ÜL Id ao id i* du adgam du ar PwM mm JUf. 

Beweis. Jeder Punkt T vtm At kt nach dem Umkohnatx allgenidner 
Ptmkt dnar Tdbnannlgfalrigkdt M* von A£ von der Dlmonalon «T. Nach 
dem Dfanendomte kt d'<d fOr BPe^, und «T-d Iflr AP^M. 

Auf einer miUdhucoaknalen Imrinafhlen KaniHglaltigkdt M kt 
dmnnadi Jeder Pnnkt algefankdi Aber K und allgomefaier Punkt von Af, 
Nach dem TClnfWitig iroif—n hl sind aOe dkea Punkte Äquivalent Aber K. 
Mithin gilt: 

Eim mdiHmauahuda UmdMcflk AfmmigfoUigkaÜ in ß^idaiu SyaUm 
won koujuglmioH Pmktm in tam auf dan GrtmikSrpm K, 

Die elradgB iHUmanikinalo Manoigkltigkelt ln kt der ganae Raum 
Sft, Denn wenn t ein normierter e-dtmenaionfller Punkt dea Raunea kt, 
ao kt M 1 und ^ , . . . , f , sind algohrakdi unabhMnglg Aber K. Bsglbt 
kelno Rdatkm und daher anch kn^ homogene Rekr 

•• mit Koeflbknton ans ilT, die nicht Identkch 
ln dm ft ako fAr jeden Punkt dos ganten Rarnnea 5, gilt 

Bina raim lyHmauaUmäa Maamigialii^dÜ Af ki wM danik 
akw ahaiga kmnogana Giai akmig k (^) mO gagab aU t und jada Formt a aa k k a 
atia Pmnkia mm A£ m NnUdaOau M, kl durch A(j) MOtr. 

Bewela. Es ganAgt, den Bowak lOr liradnilblo M a nnlgfa ltigkeltan 
m lAbron, dann durch MulÜpUkatk» der Gtokhnngen dar irradnslblen 
Hoatandtiiilo eiiiAlt mau die Cdolctningen einer «■ unm e n geaefartnn 
HajudglaltJ^dlt. 

AI lel Imdmdbel und f der allgemeine Punkt. Es sd etwa {|«1; 

aaloa algebrakcfa imahhlnglg, und sei mit Ihnsn durch 
äu bredurible Gleidmug voiknApft Dann lat jedes 

Folymam /(j^, . . ] , j) ndt der NnlkteUo & nadi dar KAfpertbeorio 
dmeh taObar. Odar, was daaelbe kt, da man die 

elgdaakch xmabhflnglgen f aoefa doreb andere Un- 

beothnmte Mit.t,,st»^it9» emetaen küm, jedee Polynmn /(%,... 
ndt der NuDsteOe f kt durch tsQfaar. Die Teilbaxkait 

■■ m mrnhm 1«irM-Tf» 8 
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bhdbt barteben, wann man / und h dnrch ^fnhmiig von hnnogai 
raacht Nach Definltloa dei aflgnmninen PonktBi bodaatat dai, daO 
aj bUb PnnktB von M n NnlhtaUon hat and daO 
Jode Form /(^ ndt. dloer BlgoDachalt dnzch &(«) tirfthnr laL DninU 
iit allea bowiaaBn. 

Van bmtat lakht, 4aB anch anagekehrt jeda nicht trivblo boniD- 
gone fflirfchnng /(i 7)«0 eina ratn («i~ l)--dfanwMlnnaTii Manxdgbdtlgkelt 
daflnlart Znm D aii uia uriagon vir die Fann / oinerfMt in irradnilble 
Faktann/i/|.../r. Jede lnodn»lblaHjperfllcbe/,—Obe riU t nach j 19 
einen allgfliDefaun Punkt von der Dfanenrion 

Somit larfiUlt die HyperflAdie /»O ln lauter brednitble Beatandtelk 
von da* Dfaneukm v>-l. Wir ha ben alao den Sata: 

Jti» Hyptrflidu /(fi)*0 iU cM« (v— 1) Ü n mt htu^ Umidi- 

Die Mannlgfidtlgfcelten von venlger ala u — 1 Dfanenikmai lomi 
dch iilcfat BO eln&ch dnrofa Gleicbnngen deflnleren. Wir vecden jedoch 
hn nichalm I^ngnipben aBfaen. daO jede liredoafble d-dfananilciiale 
Mannlgfiütl^rit dch ln beaUuuiitei Welae ela Fortlaladniltt von « — d 
HyperilAcfaen dantellan Ufit 


I N. Daratelhinf von IfannlffaltliheltM ala Paitialaebnltte 
von Kegeln Monolden« 

Iit f der allgemeine Punkt einer d-dfanenakmakn hradmlblen Monnlgk 
fald^kelt ln ao kann man ohne Beachilnknng der Allgemeinheit 
azmefaxneu, daB lat tuid daB ji, algebnlach unabhängige 
GrOBen alnd, vun denen £44.1...., algebnlach abhflngen. Wir 
nohmeo 'flbodlea an, daB aepanhlB olgrixiladie GrBfien. 

ln bamg auf alnd, vle ea Im Fül Grnndkflipan 

von der Cbaraktorlatlk Nidl ja hmner der FUl lat 

Nadi dem Sets vom prtmittven Eloneht kann nun den KBicper 
P(£<+]f<ifJ auch dmch Adjnnktlan einer efauigen Grdfie 

ä+i"fe+i + ne+i£e+i + **' + 

eneugen. Wir fuhren eine Tf nn««nuHw biiiMinrinfttinn eoa, indem vir 
atatt £14.1 als nene Koordinate elnfflhnn und den Stcldi, "■ghhgr 
-vläer ve^amm. Dann lat alao P(£i4.i. .... Die Uber 

P algebcakdu Grdfio £1^1 gndgt efaiar fareÄialhlen deWirmg 

f(£ii'>-i£f<£s+i)*Pi 

die man dnzidi BfaxfBhnmg von £• homogan piachai kenn.* 


( 1 ) 


f(£ii>^<>i£ii£<+0”"0* 


£14.11 •••!£■ ikul ratknele Fnnktknien von £ii..si&4.i: 





(rf d 9f * t • I • 


1 80. DantaDani vm ftrtialMihntttB yoB. K^rin. 1X5 


man mit dem Nemiar xi ood madit dlo Glakdnnig dxirch 
Einlflhrmig vui harnngmi, lo fbl^ 


W hXtiU» • ■ ■» • • •* &+0 " 0 * 

Dia n^i fflrinhnngm 'fl), (S) gdten fttr dm aUgmdnm Pnnkt f 
von M mid daher anch fttr jato qtarinllaii Paukt 17 vcn tf: 


( 4 ) j ■ '*^+1} " ® 

1 ViZtiv» + * «). 

TSiö GkddnmgaQ ( 4 ) d a flnlar an rnirmWir ofaie algefacaiadie Maim]^ 
fiiiriflfcait i), mld^ wie wir lalgm warto, M ak fandiBlblm Bo- 


HiwlxdaaklBtartagwTiidnaiTnBinaUkchedarFoniimx^. Wlrwarto 
xdgen, dafi olle Pnnkte von D, fttr dla lat, la J? gehflrm. Ea 
ad 17 ein aplnhar Punkt mit x(ü)*hOi ^ (^) 8^^ haben lu 

«eigen, dafl 17 eine rdatkaatiODeSiiedaiMnnnigdBBallgeoiafaienPmiktBBf 
lat, alao daB an« /(£^, . . ^»0 fanmer folgt /(fhi •• >1 wann / 

eine Form lat- 

Setit man ln dio Glaidinng /({■,..•, fttr £14.1,..., die 

dcfa am (S) cggdj an to Warto ein, ao ortillt men 




/(Äi* ■ ■ ■! & + I 1 


Ä±i 



0 . 


Durch MnltlpUkatlan ndt einer Föten« doa klofaiaten gemelnnunen 
Vlelhdien x(f) Nenner kann men dleae deklrang gansitlanal 
machnn; ale h^ dann die Gedalt 


r(fa>*>'i^+i)"0 oder 

Daiana folgt, daB dai Polynom «^4.1) dnrcfa doa definierende 

Polynom f(l, jbi +0 der algebnÜMbaa Fnnktkm {^4.1 teilbar 
lat. Die Toilbaikelt bleibt bedehen, wenn dleae Folynonie dmdi Ehn 
fflhmng von % homogen gemadit worden: 

f («f, • • •, 4^1) “■ ^( 8 f, • • •! ^4-i) ' B(e||, • t •, ^4.1); 

JSnetat man mm die Unbeotimmten e^ X4+1 dnroh i^i • ■ ih+i» 

ao wird* weg en ( 4 ) dlo rechte Seite Noll, alu 

tifh» •»^+1) "" 

Nach der Art, wlo die Form f gefaildet worde, bedeutet du 
oder wagen ( 4 ) 

fbh* * ' * 1 ^+ 1 * *|i+e< • • “Ol 
wu wir bewelun wofiten. 

Die Funkte 17 von DurfaSenebo in iwelKlauBn: Dlemitx(i 7 )rh 0 * 
die in M gehSren, und die ndt g(>7)“0, die eine adite algn hr e l an he 



V^+tt 


w+l 
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IV. HmimlgllütlihattML 


TtfliiMiinlgbldgkalt N vaa D bildan. "DanrnkAgo lorOUlt D ln ilic 

hwirfijn Tpflrnannlj lilrigfcwifam ^ lind N. 

Die onto Gteldiuiig (4) itBUt. da ln nirty+t i/, nicht vorkommon, 

wtniwi Kflgd dar, fflr dsam Splt» ob bettddgQr Punkt 0 da Kaiimw 
gBoomman wscdan kann. Wir wflhlon 0 m. daD 
ili+i4*0. •••iijw+ll iit Jede wnltara dakfaung (4) iiteUt dann eine 
HypsflldM dar, die mit einer allgemefam Gendan durch 0 anOor 0 
iJiMii i ütrwiyw Srhnl t tpi i iikt hat. SfaiD lolche Hy perOflcho hnlDt ein 

Im Fhn dner Kurve ln S; nehmen die Gleichungen (4) dlo Ponn 

( 6 ) 

CO 

an. Der.SchnItt da K^eli (6) mit dem Mooold (7) boteht nach dem 
VanngehoodaQ ani der Kurve M und efaior Mf i rigfcnit Jtf, deren 
GleldnnigBi durch (0), (7) und 
( 8 ) 

g ^ Leu vmrden. Am CT) und (B) fiilgt 

(®) P(^*>h.»h)-0- 

Die tnllaritemdai dekfaungen (8), (8) dennleron endlich vlolc Vur* 
hlltnhniarte ^ endlich viele Geraden durch den Punkt 

0(0. 0,0,1). Scheidet men von dlena Gendon diejenigen oua, dk* 
auf dem Kegel (0) Hegen, eo bilden die flbclgon dlo Mannlglaltlfr* 
kelt N. Dtr aaffifiedfie SoMl im KsgA (0) wiU itm Mottoid (7) hmt^ 
nmü mt9 im Kwm Af wid mdKoA vün C er erfwi iimek i$n PnnH O. 

Fflr die Theorie der Pmimimi » m\ igt die DafitoUnng dmcli ICogel 
und Konoid von groBer Bedootung. HamEir^) und Nootthkr^) hnlmn 
rifl nr GnmdlagB Ihrer Klemlflkatlan der elgebralecbon Rarnnkurvon 
gemodit Dia monddalen DaiKeUnngan der hflhenn olgobralKhon 
jfttnigfatrig irwUwn htt Sawm^ tiihur unterBocht uikI IBt 

die Theorie der Aquivalaiadiazen auf elgwhralndien MennIglaltlKkolton 
w^eertet. 

f 81. Die eMHve Zeriegung einer agMnigfamgfawit ln Irredaalblo 

Eine Kennlgbltl^elt M nd durdi ein homogena oder InhoiiKigBnoH 
GWihiingayelma 

P) • • *» ® 

gagebon. El itaht am lirel, die if entwederieli lohomogeno Koordlnoton 
fan afDnen Banm oder hn Fkll hooiogeiiQr f{ all homogene Koontt- 
natan ln einem p t o j e htl v eu Ranm an dmtao. Vorituflg Jedoch 

>) HAUvar, &: J. Be. Polyt BdL U (Un) & h-WL 
^ NcBnoB, M.: J. rriea ugnr. Htffa. Bd. M (IMO S. 171-^11. 

■i.Ssmi. F.i Kanu Afload^UaL Bd.l (IBfl) a.S«7— ilO. 
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noDiMD wir jodoi Wertiystcni ihi • • •* dnlicli „Pmikt", legen olio die 
afllno Deutung lugmnde. — Wr kOonen umehmen, deB dai Falynoin 
nldit Idootbch vendiwindet 

Um eHe Ldeungen von (1) in flndon, kiqn man — dai bt der Gmnd- 
godanko der TtHminofinfiBi^haflw — da* Ralhe nadi aua (1) 

durch ReeoltantanbUduiig ellmlnlaTen. Whd nach k Schritten du 

Reaoltantoniyatam ^(i^, Identinch Null, norindih 

wlllkflrllcb wflhlfaar, und (1) hat dne (a’i-A)-diiiienBkNiale Uaunga* 

mannlghlrigkrit. 

Dkner ofailacbe Grundgedanke wird nun durch dieleriel UmaUUide 
komplUert JEntona will man nicht nur die Inednriblen BeatandtoDa 
von der bflchaton Dfanenrion n^k der Hannlgfaltl^mlt M, nondem 
auch alle BoatandtaDo von niedrigefer DlmanBlan mit erhalten. Man 
darf ca alao nicht ao weit konmien laam, daB ein Sanltantenayitem 
ideotlach Null lat, nondeni mmi mnB vor jedem Elimlnallaaacfaritt 
den größten geradnaainen Teller der Fotynome eotbRian; dann hlelbea 
nlmUcfa taOariramde Ptriynome flbrlg, deren Renoltantenayitem nicht 
Null Boln kann. 2SweltBna muB man vor jedem Bhmlnatlonaidiritt dnrdi 
efaia lineare KomdlnataitnnafbrTnation dolOr a or gen, daB ln einer der 
Fonnen die bOchate Fotona der n ettminlaendan Variablen ndt dnnm 
von Noll vorachlcdenen kontUnlmt Koefflilenten vorfcoimnt; denn nnr 
imtor dkaen Vora ua m Uiu igan gilt die Ranltantaathearla (vgL Kap. 2. 
110). Drlttona fflhrt man iweckmtBlg, damit die Gkichongen der 
orhaltenan Mownlgfniriflfcwit*" eine formal achflno nnd branefabara Fenn 
erhalten, noch Liouvilu in den Unbekannten noch eine 

\fBltaro 

(B) C“«i»h + "'+*b!lb 

ein, wobei Unbeetimmto alnd. Man betnehtat alao nidit 

imr die Ghdcfanngnn (1), aeodom daa Glelchmwyitem (1), (I). Die 
linken Seiten dlaaor Glächnngan haben, wenn (Uo und C dmeh Uh> 
b eaünu nte y und i ei eel at wenlen, kelnan gomohunKii Tellar, da 
daa lineare Fdynom 3 ^ ln keliiam dar Folynonie 

/(yit •••»yJ anigeht. Dleao Tdlerframdbeit bOigt dafür, daB dar nacb- 
folgonde ento Säritt ein nicht Identlach venchwlndendaa Reraltanton' 
ayitom ergibt 

Die acbrittwdae EUmloatloo von t;b, ..., 12 l wild non lolgBDdBcmaBon 
dnrdigefflbrt 

7. SekrÜL Durch eine vorfaerei to nde llnonre Trenifohnatkm 

+ (* — 1 ,...,*— 1 ) 

wobei die tt paiaand gewählte Konatanten alnd« kann man enelcfaea, 
daß daa Gttad wo g der Giidvon /| In den i; iat, ln /i ndt elnan von 



118 
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Null vaadiindminQ Koafflifantan voritunmt^). Dk) fai (I) 

antqnchamd lo tnoifDniilert, daB + + imgO' 

lodart Udbt. Nidi AnAUmmg dar Tlranifannatlaii mdgon die Strldie 
bei wiedor wt ig g ehMan «erdeiL 

Soton wird du R wnHnntimy i tBUi du Gtoichnnguyitonii (1), (f) 
noch 'ift grisOdot: 

( 8 ) J 8 (iii • • C) ^ 

Dt dla Gloidwmg homagaD In Ci in • • •• bt m auch gp. 

Mail onatM mm C dnreh UnbaiÜmmta 1 )^- 1 » 

4 and bOda dm giiSMaa gmiWiMBiriBfi TtaQor der Fcormaii 

y, die ent» T»0nm£mil» daa Syitama (1). Wie mban enrfllml;, 
nmB der Fkktsr A(ii, yi 1 ) an den gp oattent wwdan, damit der swaita 
IflirnfTiatkmMnhritt iddit IdanHadi Null aigtbt >?Vlr aataeD alao 

W tiifh y» -*(•*. y* ^ y. *). 

«oaadi dla tf toOerframde Polyname abid. Jade Lflaoug ( 17 . 0 vgü 
( 1 ), (i) lat ^Mdwaltlg ebie L 0 a^ von (I), alao eotwadar vn 

(«) *(«,17,0— 0 

oder von 

(U) «(•.I7.0-0. 

Wir «ordan nachhar adien, dofi die Lfiaungaa voo ( 0 ) ganao dla rein 
(e^l}-dtiiieiialanalm Beatandtiella von M ergaben« wthi^ dla von (B) 
dla BaftondteOa von rdadrlgarar Dfanenalan argaban. 

An mllen wir noch ein von C (°>d den u nnabhlnglgBO Gleldtungii^ 
ayitem bAden. Za dam Zwttk bilden wir du Ramltanteoaystem ft(w, ^ 
von den ^(«, y, j) nach i« ordnen dla ft(«, y) nacli iPotanaen dar w 
und faÜdai die KoaflUentan 4 (y!ii • • >1 yy.i) dlaeor Potan^pndukte. 
Dlaae v aii chwlii dm nldit oHb Identlach« dt die l^(««y, 4 ) tallorüranid 
wann. Jede Uaung vn ( 0 ) lat dann gjaidwaltlg LAinng von 

alao« warn ih* . . .« 0 b von den u unthhflnglg^ afaid, tndi von 

CO 

Ako: Jede Ldanng ( 0 « 0 von (1), (IQ« bei der tju . .« 0 b von den 1 « 
untbhingig ahid, lat an^ Tilanng entweder von (5) oder von (0) und (7). 

Umipkäirt; Jede Ldatmg (fhi*>>i 0 b-]iO von (B) odff von (B) 
und (7) lat andi lAong von (^), imd an ihr kinn man ein 0 b ao beathnnioni 
dtfl man afa ie Lflaong voo (IJ und ( 1 ) ariifllt Sind dabol 0 i,... , 0 b. 1 * 
1) Dar KcmUMH via la tanu a hn ii l alai P u l y a um A vdrd nimlnh glalaii 
bi pMandor Wahl dar « (faa Omdkei^ cidar ta inn 
btaliDk« EcwitaiupUcpa) ^0. 

0 D, L alfilnlUi flbär dam ITuailaulaimniai' X oda auoh 

■Ipbfabnba Vbaktkaan voa a u d a ai TT nlüuin i mf iii, ab« akfaf; von ^m- 


lU. Dia eiMtÜn 


daor ¥annlgt i l Uil ^ fc in Inadudfala. HO 


vm den » tinihhtngig, lo lit i}b a nnch, da ijb nlnnr olgnhnladien 
Gkidnii]g/i(i|) mO gmflgaa nmfi, ln dar du Glied wlridich vock munt , 
aLK>bei9egBhDaonij)i....,%~i nnr abe von den andUch vielen Wornto 
dlevr Glekhnng eeiii kaim.' 

S. SMtk Men vorfialue mit den Glddumgen (6). (7) genan ao. wlo 
vorhin ndt (1), Nech einer vorberettxrndoa IVanafonnatlon von 

[<fie mdgUch iirt, noü die ijffa. . . Hb-i) nicht aHe idnntierJi 

vonebwinden] eUadniera num uia (6), (7), nodnreh man 

erlillt, epalto am den Folynoman ij Ihren grOBten genelnumen Fkktsr, 
die fwAf TtÜmidttnli A'C«, y.i). ab: 

Ijüde wieder du Reenltan Uney it o m der Q noch i nnd erhllt dmdi 
idiBitiiRhee NoUaetttn ln ay crin Glolchiing^yijtem 

{10) " *• ' * **^~'e* 0 ^ 0 

(11) if(lh 11W-i)-0. 

\nederam gUt, daB W eine homogene Fenn ln a, «i, . , «y lat; daB 
die nicht Mentledi wKbwlndiii, daB Jede Lteing von (fi) und (7). 
bei der die von den n unahhlnglg alnd, entweder Lflanng 

von (10), (11) oder von 

a*) *'(ii,i?.0-0 

i^ nnd daB nmgefcehrt jede aolehe Tiianng von (10), (11)' oder von (11) 
n einer LBenng von (8) und (7) Anilafi gibt, bet dir auch von 
daa u Tmahhflngig lat 

So lOhrt man fort, bia alle 17 eUmfadect lindL Da du Yerblmn ao 
efayefchtet iat, daß <Mb 1^, 1^, , . . nioht idenriach VQnwhwfaiden, ao dnd 
dlatotatan^~*ivt»ynnveniriiV»dmflyonatantan, dulotatoGleifihnnflp« 

r m alao w iimpn A n ö R , Die letsta DaJIzeKiihmte 

0 («1 a) enthllt nur noch dia f% und a. Sind die unprfagHchan 
GMdimigen (1) hafnoganinibi**>if 2 bf •o^nddloBeaaltantexilkh',..., 
auch bomdgen in f. 

Jede Ltemg von (1), (1), bei der dlo ^ nicht von dm « abhängen, 
iat eine LOanng von (B) oder von (i^ and CO: Jede «khe TArni g von (0), 
(7) aber lat wieder olM lflaaiig von (11) oder von (10) nnd (11), uaw. 
^ die Wbderbflhing der lotiten AlteraatIvD achtiefllkh, an efaiam wider- 
apTodwoUBn GlelcbaDgwyitem IBhrt Ea nmB abiQ einmal die endo 
jUtomative eintreten, d.b. ei'jimB ofaie IbUceaDltante v eta di w ln den; 
Damit haben wir den ' 

Sati 1. Jti§ Idnmg (w, 0 it» Sytftm (1), (^, W dir dia ^ nickt 
wn imu t hkäng m, itt fW Aai Wg XdifMf am ämt iw GMckmtm 

(iq • *(«, ;, ö - 0, yji*, tj, o - 0, . b “ o- 



^20 IV. Atgih wi Mi» M i mrf gii ltWWttw. 

Un^dEohrt UBt ^ JodA Lfläung (i 2 i. . . . . ^ . 0 dar f-ten (Hdcfanng (U) 
loeinflrIilttingdarGkichiuigen (1), ^ argliiiai, iiDdifenii%....,ijh,.r 
antwakr odar neoa, von dm u im a hh l ngl ga UnbaiUjiiints 

drifT TtUnBim tUflflhrigm^. gbBDÜüla von doi fi| nicht flb. 

Alm güt: 

Sats S. Jtd» LOtttug C dtr r-isit GUie k MH g (18) Ui gt gt Unm (imh 
atmiim oisr mbaUmmUn) Ut Üs GnUÜ 

(14) C — *% 1 h + ••• + «» 13 b. 

wM ^ f}* M« db» m m a hk tn i^ wM mi tim UntHg ao» (1) UUmi. 

Jede afauDlxia TdlrenltBnta k{u,y»^ ods A'(ff, y.a), .. . larici^ 
wir nnmzwhr ln Inadndble Fküctoran. Um otwaa Bartimmtaa vor Aqgon 
m haben, betnchtan wir 1 . B. dla z w ei te Tdlraultanto: 

*'(*1. Ä. . • Ä-i. ■) - ® (y. *) IIKi*> y> 

ß 

SdhoD bd dar Zerlegung Faktoren S{y , ») anrtratoi, die von a nldit 
abbingen, m kflnneD diaae Faktoren anBar Betracht blelbeDt da de ftir 
konetanta ihf x'fijbxi nionals Noll werden kdnnen; denn wenn de 
KuD worden, wlien aia Moll für beliebige C, nicht nnr fflr a nldi o der 
Gaetalt (14). entgegen Satzl. 

^MrseatatBanaioniiakn erfinden ln JademFaktar 8^ die yi,.... 
dQndineu 8 Unbedini 2 nto^....,{i^i. In einem pe—rtoen algebreiKhep. 
Envelteniigikflrper von Jrl«, g) sarniit i^(Wk f. a) voUitlndlg ln UnenT- 
faktoien a— C. wobei dla NnOetallaa C ni^ Satz 9 Mmtlich die Gedalt 
(14) mit |h"fi*--‘>’3b-a"&-i haben: 

(lö) («, (f-fH «.-B f.- a-iS-i Äti— S äW • 

P 

Dabai dnd die venchladenan ^ andnander koojngiort in bang auf 
P(iiif^i d. h. alle Weitay at em e geben ana aiinm durch 

KtbparlaaaioqililUnai hoW (änd an ( Iqniveleat). DbMi { iat dn 
(»— fi)>iach nnbeatinimtar Pm^ der MamdgfMdgkett M, dann li, . . 

Aid UhbeetlnmitB nnd algehrnJecbo Fimktkmen von 

Ihnen. Der Faktor y. hingt nur von ft, . . ft^i ab und bnmdit une 
weiter nicht m beaeniftigen. 

Setzen wir in 0 für C den Wart (14) ein, entwickeln noch 

Fotaniprodnktar der #f n^ Mtzan oHa efaizdnm KoafOdenten NuII^ 
■o erhalten wir ein GMchungayitapi 

m ^iCi7)-o.....ii.(i,)-o,' 

wekhoa eina elgebraiache Mannigfaltigkrit ifi definiert Die Sliis 1 
nnd I emeboD nun. dafi 'die dundi Q) dafinnte Ifannigftütl^Dait ’M 
dla Vereto||fizDg if^Tmigfdtigfcritan . . . lit, die aua dm 

irredmiblen lUtom der go k a a M ive o tbÜraBiiltantm ft A', , . . narti (IQ 
definiert werden. Wir werdm aeheii, daß olle dilee KannlgftJtlgkaltan 
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Afßt . . . Imdnilbel dnd tmd dafi dar oben definierte Pnnkt { dnen 
olignDdnen Ponkt von dantcUt. in dem veiaehlrlten Snn. daB 
itUs (xddit nur die homogenen) GMchnngen, die fOr den Ponkt { gölten, 
fOr alle Ponkto von M*^ gelten. 

ZunAehit lat Uar. daB ( ein Pnnkt von lat. Wdter folgt ana 
der Herldtnng des Satxea S, daB die Punkte 17 von oder, naa daa- 

adbo lat, die Lteingeo (17 . 0 der Glddrang 0*0 mit C* 

der ddefanngen nnd^) dnd, 
daB aiao und dnzeb algebreiache dalchungai mit 
verijonden dnd, in denon dki Glieder mit baer. ^rlitilch vor* 
konunan. Ea Äid alao ijb.4 und ti^ von algebrafach ab- 

hlnglg. onthllt demnach wohl den (A~fl)>dinienaiona]aa Punkt 
aber koinon mdir ala (H--S)>diiiiaiaIona]en l^nkt>). 

Hllfaaata. Wmm dm Matmig/ailiiktÜ M* itu PmM ^ wom 7 )r*ih 
■wwdMyad h — 9 miUZi, abtr kdnm PtmM wtm Mktrtm Tr a nmnätHM 
fmd. m trgibt dar Mgt Etimi^iaiionapnmßt mtf M* ng m anit, da anta 
Taümdiitnta aina Kona/tmla» wikraHd iU maita TaQraadMa daa-FaA- 
/or A; adkm. M* aiUkm daher die damk (10) defMarta MmteiifeUii- 
MJU;. 

Bewela. Wflrdo ea eine nidit kfloatanto ante Teflzeialtante geben, 
■> wfbdflAf*aDch dnen Punkt j* vom TiranBondenagrada—l onthalton, 
ontgogen der Vannaebnnig. Der Pnnkt S Ungt aber anf M* nnd daher 
mnB C*fi£i+ *** Nnlktelle entweder der awelleu «W 
dner höheren Taflnanltante vin. Da die hObenn Tdlieanltanten nnr 
PnnktevamTtanBendav^pnd < a ^9 etgeben, muB C H «1 ^ + • • • 
dne NnUatoOe der iwoiton Tdbenltante {u, (a-ii ^ nln' 
Dann moB aber h** (w,^, . . .. (..i, a) don gazuon Incedndblen Fkktor 
l■-tla)i deäm NnlldaUe C tat, enthalten. 

Nnn kflonon wir aRhHoBHdi bewetaen: 

Sata8. Dia dttrvh (10) dafietieria TaUmamti§!dii^iaÜ iai irre* 

9HBMP fPM# mfm ^Hlw p flWti oNipnPMW XIMMk 

Bewela. Der Punkt ( gohOrt otkabaxmihC^, Wir haben alao nur 
noch an bowetaan, daB Jede Glelchong /( 0*0 mit Koefflilentan am K, 
die IBr den Punkt {'f^t. auch fflr aDe Punkto 17 von M*ß gOt 

Die Gtatahnngan von M^, mMunmen mit der Gtafefaung /(ii )»0 
ridlnlw m dna Mannigfaltü^wit M*, wolche in itß enthaltan tat nnd 
£ antbfllt, alao die Vonuaatsungen doa IBUMataai erfiUlL Ea Idgt, 
daB M* die Mamdgialti^nit luidaBt, daB atao alla Pnnkta von 
Af]^ ln dar Tkt der (Hdchnng ganflgen.. 

Wir hoben in der Fonmiltanuig und bdm Bewda dea Sataea 8 den FkU 
efaur ana der awettenTeDrenltantaA' entapringenden MannigfiUtl^alt hC^ 

■) Dairtniaiaa£ilwiSiiadpuktdaelfliMBHa>iBaifsriBll«,TCntal»wtr 
vnlw der Dfaneodtii ah» PeiÄte dta Xahl dar algrinJaBh ambhladpB aulv 
doa SocnUBatai (nloht KocrilaatwyKlI aliO d« Feakt» 



IV. JütßMmüm 


1S2 

nur iIb gmuniizimL J)lfl ÜberiqgiiDgaa mfutfim ■Blbit?Bitlnd- 

Udi gnuu K) für jcda tndore Tdlnnltaiita, nnr wiid dUe Dbneodon 
van dum nl^ •— Sj ■oodflni kgaodaüie dnr Zahlen n— 
#— I, ..,,1,0. 

Das gaachUdaita BlhniiialicaievtrfihrBn Uefart olv) in der Gestalt (10) 
die Glekhmigai der liradnslblen Mumlgfalti^ralten vnn 

den DimoialooeQ ans denen akfa M soMimnen- 

aalst: es Uefart ober flfatrihnftig einen allgemeinen Ponkt i fttr Jade 
di— ■ Mami»gfah <flhwifcwn, Ihn dfa fnmrfafariarw ZMdfWff SOS If fa fars- 
duAle U m mig f a lMg k dt m sn echalten. farnncht man nnr vm den Mannlf- 
laltiflkeltsn diejenigen vqgsnlam, die schon ln elnor 

andacen iffann^lHflfcait bfiioer Dhnnnrinn Mi itfl, . . . enthalten 
sind. Krt t arinm dafür, deB s. B. ein M*J ln einem Mg onthalten 
lat, Ist, dmB dar allgemeine Pnnkt von MJ! die Glaldinngen von Mi 
erflint. Ein anderes Kiltertnm lat, dafi das SUmtnattoDsvarCBluen, auf 
die Qelidningen von Mi tmd MJ inaaimnen angevmndt, ala swelta Resul- 
tante eiiie Pütons vm Ji( und xildit eine Kcmafante ergibt 

Glelrha d tl g lehrt unsere U nt ersne fan ng, wie man bei gegebenem 
allgneinen Bmkt (^, . . ^ die GMrJiungen der irredmlblen Mannig- 
faltlgfaift Mf ertiUt. Vnr Jütimi Ueren das Egdmli als 

Sets 4 Wum £4+1 ,... fwus afgaire fm is äsr 

alpMwimk unäbkängtim afad, wssni wtHtr «1, 

iu H wmU äad mti '+«»& ab ailfaMiefa FmMion mm 

•» •• vSa NiOtkOs änm Polynom Jt(n, £»a)MA(«if ••••«bi 

£1,^ M *0 wMÜ «all Mo Gd tk^mt gm ior kroi uiaim Momig- 
foMißmitm if|, tadsM smu 

«weh Poioo Mpr o Mtom itr «ff m fwi tkt ti mi dU Ko^fUiontm Ürner 
Pdena^oMUeimdd NoU oetd, Z>fa «dWah frarfai|i'4,i,...,i^, 
Üo m fusiefiwi güBron, rnkM «an aiw im NMüm 

+ + üe Pdynemt 

l^Mbiss h(«i;, £, 1) Ist nimlirih'dsa der obigen Obodegungen. 

Sind die GOeidhinigeQ (1) hfanogen, so ^**nwn gle «drui 'R'< yiTTnflmiig '- 
faltli^Bait du, dis ndt Jedem von OvecsdiledeDin Punkt (i^,.,.,f]jJaoch 
alle Punkto (Agi,.. ehiar Geriden dm iph den Ani bu g i ip un ht o 
enthflit. Die üiedialhlen Tiwatf ndtitfT^ der l^midgfaWjfcwif p[) «find encli 
KegehnannlgfalHginllan. Deutet man r^cm. dfa Gendan drwm b d*» An- 
fangqionkt all Punkte dea projektiven Rumiai so ergibt Jaffa 
d- dlmrfM i nfi e ln Kag ehn a nnlgft Jtlgkelt mit d>0 eina^^lj-dtmeortaoale 
M ia nnlg l alH g kn lt in ^ _i. An dsi Posmeln PaiagEsphen ködert 

^ DaabedaeW, dag Jade dar GMa« h n fn nh*d»aia mit TTorfn 
«teana^Ux £d »aiagt d«a bfldite Bto 1« 
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rieh xdchti, nnr dla Dontang Indert ddi, und die DfanenriooiiiahTm] AiA 
um 1 so ernkdilgen. 


Die Eatwicklongeo äkam Fuagimphea exgeben nfionbir nene Bo- 
wdv für die MflgUnhtadt der Zeriegnng der MRmdgUtlgkBlten ln lrre< 
dtslblep fOr die Sziitans der tUgemelnan Punkte der Ixndoitblen Mumig^ 
fialtJi^ten und fOr die etndenüge Barthnmthelt der 
durch- elnea Ihnr eBgemeinec Punkto. 'Wir Iwwwlwn achlleflUch: 

Sutx0. Eine imi u aihU Himmtiona!$ M UM 

nin dMmthnei btt dem bt UMjBM Br wt H t nmi itt Cnmikdtptn 'JC. 
Eint tnOM dfdtsitokt SfwtUtmn^ ton E ^ ^ titoint 

irrtänMt MatmigfdUgMtM m atHtimt d.h. in »M#, Üt btt wtiiertr 
Efwtittnnif itt GntnUiOtptn ieninttbtt bltibtifm 

Bewoli. Die Glelcfanngai der MttnntgfhWflfcwH’ hdßen noch Seti 4 


(1^ f%ih + + «ibi]b}«"0 identlidi ln «. 

Dm Folynem ik(«, j) lit flb« K IrrodmibeL Bel einer SnfuitBnnig 
von E lerlUlt M(ih {• e) ln ko^Jnglarte Pektoren 

Die Menirigfidtigkett (18) loflUt eko ln Muudgfiaügkeltn M, mit 
den deichongen 

(10) ^(W»i 7 t«|ih + '** +«^bi]b) ^0 Identlach ln «. 

Jedee Kp gehflrt wa einem. Polynom ln denelben 

Wote, wie dM unprflngUche M tn k grixOrte. Jedee Jf, iit oleo eine 

Itrednsible ri-dfanenriflnele MennlgÜBltl^BlL 

Sine endliche algehciieche B r ne itoimi g von K g aifl g t nedi |U, 

um den Polj^Dom A(fi, i) volbtindlg in atwnhit Irrndurihln Phktmi 

ra lolegen, die bei weitanr Kfl ipeia w all er im g nldit mehr »rfdlen. 

Die wgcüiftrlgai jf ^ rind dann nach dem oUgen ancdi 

— *-- 1 . * - ■ 1 « , 
noMut urenutiDei« 

Die ebeolnt Ixrednitblea Fkktoran von dnd 

konjugiert in benig enf JT. Ako dnd ax^ die ngriiflrigBn ahanlut 
Irrednlfalen Mannigfaltlgkritm Mp konjugiert tlber JT. 


Anlttng mm vierten KeptteL * 

Algebniaofae jfagnigfMitfgtfi«*« nie topplogiaohe Gebilde. 

Der kooqileze projektive Bamn 5a lat vom Standpunkt der Topokgle 
- nicht eine <i"dlni«Minnrie, aandem eine Iw-dimenaintMile Marniigfaltigkeit, 
denn Ihn Punkto ln dar Umgebang «hw featen Punktea hingen von n 
kompleiani alao von I« zeellen Panmetam ab, Sbenao lat, wie wir 
■wlwn weidai« Jode Mhoenriaoal^ algebralacfae Maimlgliiltl^iilt von 
Standpunkt der Topokigle td-dimmalopaL 

Dia Topologie der algebriladiao MaUnlgflüHghriten lat ein unnneler 
Zdt, tdabeeandore von IxncHnii anafflhrikh untenoeht wvden. ln 
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itiwwr Rinfflhi ung Wnnwi Dor dlfl BllorntOD GniiuIlfigBn be h a nd eln*). 

Wir um im woentllcfaen auf dsn Neelrw^i dafi die ^ 

algebnlndian Uaimlgfeltl^mlten Id^lmemlnnalo Kom- 
plmB fan Stnn dv Tapdagle rind, d. b. di^ de in endlich vlolo knuiiiu- 
Unlse Id-dlmaiidanale shwpiw« xeriegt werden kdnnea. 

Bevor wir «""i miihitHiTi PMUwnJiw Fall flbofgefaen, woQon wir den 
FbH ^wt algebralacban Kurve hi der komplexen projekttvoo Ebene 
km bdiandeln. Wir wellen lelgen, daB eine oolcbe Kurve In endlicb 
viele krommllnlge DreÜEke (topologÜbe Bilder von goradUnigon rodlon 
Dtel eck a n ) a ari egt werdoi kum, vmi denen jo iwel entweder eine Sdto 
odv ahia Ecke oder nldita gemelnain haben. Dabei müaen wir die 
Elanenta der FunkBoneatheorie all bekannt vorauaotion. 

Die Glekfanng der Kurve ael regnUr ln 

(1) + +e.(ih.^i). 

Zu jedem Wotvertiflltnla : iji gefaOraa dann endlicb viele Worte vnn 
1 ^. Die Wertvedilltiilme : ifi Mnnm all Punkto anf einer GAOBBKhoii 
Zahleokugel gede ut e t werden. Bi gibt dannj wie wir wiaon, oodllcli 
vlde krMifljki AmJMIi anf der Zahhnkugel, die dninh Nulliotien der 
Dkkrimlnante da f^wiehnnj (i) gefunden wsden. Wir tollen nun dio 
ZableokugBllnkrninnillnlgBDniKkB ein, und iwar ao, dafi die kiitlicbon 
Puakta dabei ah Bctan aidiefaiwi und dafi die Punkte ^ im 0 und i^—O 
nldit hn glakdien Dreieck Hegen. Iit ln einem aolchön Dreieck otwu. 

d.h. Hegt der Punkt anfiechalb dei Dndecki, ao kann 
m»n durdi ^ Kooedtnaten nrnnderän. In der Umgebung 

dnea jeden Punktaa dea Dcelacfci dnd dann die w Wuneln denr 
ddehung (1) legulln analytlicha Fnnktlonan vcm i^. Da dai Drdock 
ehrfich «nMmmmhanfl id lit. kann man dieae u Fnnktlanaoliinente 
eindeutig flb« dai ganae Diefecfc fbr lMUa n; ea gibt aho n elndoutigo 
analythäe FunkBenea im ganaon Dreieck. Anf dni 

Sdtei dei Drdecka dod . .iijP noch regulAr und dndoutlg. Nnr 
ln den krlBachen Ecken kann der regnllce Charakter aufbflran; jodoeli 
UelbaD die Funktionen dort detig. 

Grdft man nun irgendeiiw diaaer analytlachen Punktionen in 
efaMn Drdeck A herana, m kann man die Punkte (ti. i^i der kooH 

plexen Kurve dndndenBg und ateBg anf die Punkto (fj^, dea Drol- 
ecki A abfaflden. Sie bilden oho ein kruxnmHnJgea Dreieck A^ anf der 
komplemn Kurve. Zn.jedem Dreieck A gebflran n aolche Droieeko A^*^, 
und olle dlem Drdecka marmmun flherdecken die ganae KnrvUi da dlo 
Gleidiung(l)kdne anderen LtemgBi ah die ijp hat Stoflen xwelDrd> 
aefad und A* anf der Kugel anefaiender, ao iBnmit auf der gemdmunen 


>) Flr 



■ide Uatamian g— il 8. Lxracmvi l'Aaalvih dtui at h 
^ mria B. I. TAU m WAxami Tqpnlnihnhe P wprlad un g 
■Bitriaw Uaib. AmL Bd. 101 (lOV) B. 117 mal a ZAÜaaxi 
Tbpba. uea. Bd.J (lOH) Hdt fl. 


Algdnio 



Avhang n IV. Algifantaalia MmrigliimghiH»! «li UnMifci g twih « OehPde. 126 


Seite Jo eine FUnktkm fff dei eboc Dndecke mit einer Fünktkn 
doi aodoien Dniiedii flbeceln, d. h. die Drelecka und hahan 
eine Seite gemeüuBm. In eilen endensi TBIlm haben iwel Drelacke 
auf der komplexen Knive hfldutnm Ecken gemefaiMm, und dnreh 
ereilera Untertennng der Dreiecke kann men erreichen, daß je iwei 
hfichitene eine Ecke gsneinnm haben. Damit lat dis geeochte Tri- 
angnliennig der konqilezBn Kurve gefunden. 

Aue der. Komtruktlao lit Idar, daß en jeder Seite genau xwei Dreiecke 
lieigen. Betrachten wir mm alle DreledR, die «hm Eckn B gemeinaam 
haben, aowle Ihre dnr eh S gehenden Selten, ao kann man von jedem 
Bolchen Dreieck Ober eine aolcbo Seite an eiiMm Nachbaidrehick flber- 
gaben, vtm dlaaom über eine weltoro Saite wieder mm Nachbaxdieieck, 
1 BW. Ub man aom An^gangnlrcieck mrflckg^nmmen kt In itieeer 
Weloo bilden die an E anatoßenden Dreiecke ehian oder mehrere KT*n«_ 
lat AI(^,Aj(^,,,,,Af^ ein aolchor Kram, oo kann ea dnfghm» nhi, 
daß etto Serie der mgefadrlgon Dreiecke di,d|, ... auf der Kugel alch 
achon früher achlleßt. Wlhrend alao dor Kienx dfi, Ajp, . . . einmal 
durchlauCon wird, wird dor eotqirechende Kxana auf der 

Kugel Öfter, etwa Amal dnrcblanfen. 

Man aleht, daß dlema Amallge Dntehkufen dea Kianaoa d|, . . . 
auf dor Kugel alch voUatflndig deckt mit dom k-mahgoa Herumlankn 
um eine krltkcbe Stello, durch daa wir in f 14 die Z^^kelh oder Zweige 
der Kurve dnflniort heben. Somtl rnttpridd jtim Zmi% änur kriBadm 
S i t tU ttu KfmfU aow Dr$itekm «m dim PwiM B k mum mif dar Adm- 
ÜTune. 

Dk Dreiockodl^ bilden eino topologiBcho „Elflahe", die dort atogulflie 
Funkte bealtat, wo etna Ecke ixwlirero Krflüe tilgt Likt man jeden 
■nifihnn Punkt ln mehroxe Punkte auf, die je dum Krina von Dreleckan 
tregon, eo eihfllt man eino toprdqglach aingukrlt&tBDfrale' Plfldio, die 
man dio RxKMamiaeAaPZiaAa dar Kurve mnt Aua dam eben Geaagtao 
folgt nun, daß dio Punkto dor Rnoumacfaan Plflcbo einoindantig den 
Zweigen dor Kurve eatq)iechai. 

Vi'lr können blor euf die TliaQrle dar KiKHANncfaen Fliehen nkht 
nflher eingohan, aonidam vuweiam dofflr auf dea Bflchlain von H. Wkyl, 
Die Idae dar lÜncAMMcben Flflcha, Berlin 1018. 

Indem wir nun mm fKUmaoakaiaian Fdl flboigehen, bewelBBa wli 
lunflcfaat oln ligefaniecbeB 

Lemma. Id M (-H 5^ dm imi ia l b lt e/fahrefwAi MomitfdÜ^dUim 
kowhpimm 5.. Mid aofgi Man dureA dm KbordiMiaHlfafi^orwatfMi 

dir0ir,dfl4<^^ Cyai iA i M gia P(iy)-—OapnAf n g i d A ^<d^<k,ae hiefW Jd' 
dm Profddion AT an/ dan TdÜrmm ^ CT a ieAiwf 

dWi ani , daj^/adaatPi M A f arfadMlaiif dmPmüd 

«OM k M* id vkdar' dm ürrw difl fMa 

a^faÜrwfinAa Soii tri mm Hs ff t iU dmr gmiam t di lm 
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laß 

TOmämiifaili^UN* mnM* am, ao warim hd p^ikmmu tf 

Ha KaoMmtm ijb ^ AfniMf if «m M imA Umtng tiuer 

algtinhekan M iilim g i^) "0 f^^w i rflifi, äia ratfomd üt ff rndfam- 
raäomi ^ ij^ itf mi Üe jUr oB* auf M* — N* ImUer vemiMnta 

WwWwW^^ 

Beweli. Dlfl GWiJiiing m der Projektkm M* ergsbon ildi durch 
EUrnfnetlaa von ijy kui dea Gtoidirnigea von M, IrrediudbUltllt 
TOD JUT ergibt ikh exn dem entoa InednrilJltltakritarjngi (SB8): 
dcBUi du Produkt /(%!•• •itfe-i) ^ ^ 

Pnnkta von JT. » ist s ondi NuH flir lilfi PmÄte von M, ahn lit ofai 
Fiktor Null onl ilf, tim ttif M\ (Im Pkdl i •— 1 arfVlIt IT dcni 
gtman S^-i.) 

Eiiiflm tlJlgacDdiieii Punkt ff von JT odt^rlcht dno endÜcho Axuulil 
Punkte { von M. Dia Kooxdlnttan & (UeKr Punkte dnd Lfti|ingen 
flhier ilgdbrekdien Gldiclnmg, die ftdgeDdamiaBBa gefunden wird: 
'Mm aetialn dm Gleichungen /,"0 von die Koordl- 

netai &_i und lSr% eine Unberthmnte s und bilde den grBBton 

ge mdiim i iien Tdler d(f»i} dar ertudtanen Polynanne /p({te)* bt 

wobei i, ^ und k, mtiantl in f«, . . und gumtUonBl ln i dncl. 
Ans (1) folgt» doB die goaaeinmmen NuIltteQen der Palynome /p({, i) 
genau die NnUMeTlfln von d(f«e) Mnd. 

Wir befitdaa mm d{f. e) von mehrltghen Faktonm. lodem wir <Vm 
grOBtan gmnebuuDen Tsllar von und der AHottong 

bilden und j) dnidi dieam grfiBtm gemebaamen TflUer dfvidiorun. 
Du entstebeikle Pdynom« du all guszatiaotl ln -i un- 

genommen worden ka^ hdBe aQl, i); iMn Grad aei A Dann iat i(jf. e) 
ein Tdler von d(f, i). ebor dna Potens von i({, i) tellfaar durch d({. i). 
Daher folgt ana (1) 

Ana (S) Ueat men ab» dafi die gemeinMmen NnÜatellen der f,{a, e) 
gmandieNunitBDea^«(g,a)afaidL Du Uelbtidchtig bei Jeder Speädi- 
denmg der i, aolange die ln |^({, j) und a) vurkornmenden Nenner 
niidit NuD werden. 

Bii^ mm du Pndnkt diaur Nenner, nmltlpilsieit ndt dor 
Dfekriuilnanta vm. #((, und mit d*m •KoafflMaiitBii der hBchaton 
Fötens vanein«(f,a). Dann hat bd einer ^pulalUenmg -»> 11 ^,. 

du PdjnoDi a(j,j) ateii h venchledeiie Wondn» und 
swar genan die gmdDumen WWseln aller /p(i}ii^, aolange 
Iddbt. Sti!tte(i7»i)und^(9)kdniidi wkancihe(^,4iuid]b(i^achietbcn, 
da beide nicht von i|^ ahhlngon. 
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Dis Glflkhmig deOnlat, «nrnirnnn mit den Glekhnngen 

vm dne echte T^menidgftiltiigiMit N* von Iit Hann if ein 
Punkt vcn to Ift ^(i;^ if*Q, und die logebflrigen Punkte i; inf 

^ dnd genau die Lflenngon db GlelGlning Duntt lat du 

Tjwimtt bawle«i. 

Iit ein Syetsm von roehieren MannlgleltigkeitBn M von der Hflchat- 
f^^nw^Tu^^n f gegnlxBi, IO kum men aid alle r-dlmendonakn irrednalhkm 
Bertandlello Mf dksaor MannlglkltigkBl ten daa Lemma annenden. Die 
n^phflcigen Pr o j ektionen haben alle die Dlmenrian r, die denmadi 
DiinBrionim < r. Die Duichachnitte- von je iwel Irrednalhlen 
TtfpPTiifl^airigtowlfnTi A/^nnH V| haben mmt Ihren ProjaktioaenDJi ehwfaHa 
Dbnendonen < f. Sondert man mm aoBer den Ponkten von N} andi 
nodi die Punkte tf atfj die einem angdiAran, ao afaid die ¥^nrBela 
der Ghddnmg vonelneiidnr, aoadem andh von 

dv flbrl^ Glolchnngen vetaehleden; denn aonat 

mftBte ein Punkt tf acnrohl lu Jff ak si ift, alao an nnd aomlt if 
m DJt gehören. 

Die Vereinigung almtlLclier DJt vnd JV} helBe K*.' Dum folgt alao: 

Sottdirl MM «of» du M ütimigm Pmkit mut» 

imm Pr o fi k U tmm if dm Mmmig/di§kdi V* mm dm Dimmdon < r 
tngddrmt^ w w$fim dk 1IM§m AmMi derai lAwif mm C l d ^hmiim 
^ M r w W id if i a e Wwndm ph mitH , webdifi^,.,*, 
ijb-ifO) ftmüt dm Mmmtgidd^mii ifj kt S._i dmhlSuft, 

Dto Punkte tf der ManulgfalÜgkelten if, deren Pnjektlanea tf in 
V* geboren, blldan Jewoila dne Teflmennlgfaltlgkrit Q von einer Dfanen- 
■loa <f. Wendet man anf die MannlgliilHgkBitan Q danneiben Sata 
noeh tJtimni an und wledeibcdt daa, Ua man n MannigCaltlgkidtBp von 
Hüp Dfanenakm Null gelangt, ao eiliAlt min adiHefllleh dm Imügimg 
aiiatfWir if kt Smdrn vm wmwk id tmr Dkundoit, m ittß jtim SWai 
in ür odtm Wdu ämh dm adv k mit U rii mm t wki» 

«eW tf jmdlt dn SiM dar Proid d tm iT SmklSitft. Dü SWala iw 
lioidiiondtdjmdüDitftmm D'— T, wdd ITtmiV e^ivMaiie 
Mmmütdd^hdün tkd 

Wir gflhen iwio Yum kompleian prajekthren nun rtelisn eoklldladuBi 
Raum Ober. 

Bin Xr ln d. wird ao definiert: Bin X, kt ein Funkt; ein 

dne Strecke, efai X| ein Dreieck. -BlnXr+i entiteht, Indem alle Funkte 
einea mit dhiem feetm Punkt 'auBeriiBlb den Uneaien Hanmea, dam 

angebOrt« dnioh SbocioBn verbanden verden. Hin Xf hat f + 1 Bcke n , 
undlof Hh ^ von ihnen deflnJeren,ivCBmf rkti dsmSdüX^mmXf Bin 
bopdoglndieo Bild dnaa Sfanplei hedfit efn kkww lfa lf w S i mfüx und 
wird ebenblla mit beaeldmat. Eiiie Veralnigiing von endUoh viehn 
QpfudHnlgen od e r krummlinigen) ^nipUoeo Xft von denu je ewel ent- 
weder nicfata oder genau eine Sette (und denn SeUen) g *virin aain heben. 
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hdflt dn (gpradÜnigea oder knimmliniggi) f wurf o M/w P olyti w, Elno 
THugnliflnjng RmnteOi iit dne Hintnihmg dlom Ronmtelk in 
knnnmUnlge Simptica, yaa ttenan je s«el entweder nkhti oder fonan 
«hm Seite gemetoHin beben. 

Sets 1. GtgAm atim auüick viaU alitbniwke 3f 

md dee VeUku^ K, 

+iÄ^e^, 

ioi r w f/eii Dmu |A « dna Ttigtt g i tU m mi itr Vdl l mpA^ hm dar 
dis MamnigfdUgkätaii M, aomaU ais im dar Voükmgai Uaga$i, gstia mm 
Stiitn das Tti&iipdiaamitf hadUksm» 

Bewele. l.FQr«MliitdleyaIlkzigelelneStreckB,uadjedellBnnjig- 
fdtjghelt Jf beetdit ene endUcb vielen Punkten. Dien Punkte lor- 
legai die Stracke in Idtetrecken. Damit iit die genchto TdengnUening 
■Chon gefnnden. 

S. Der Sets mOge ein fflr den Ranm | eie richtig engenommon 
weiden. Wir "«htnwn djQ KugelSidie unter die Munigleldgkoltai Af 
enf. Dnitb eine orthoganale KoanUoetentianifannation wird emicfat, 
diB jede da KaimigfalH^BltBn M eine ln ipb lUgulIre Gleichung 
beritit Denn bilden wir auf Grund den Zanmai dlo 
Projektknien M* der M auf doi TbOxamn ^ i imd acriegen df—« 
obn in Stillte l/' — V*. Auf die algebcaiichen W^nnlgfalrigfarffmi X3‘ 
und V* und anf die VoIDnigal ijf + • • • +ij5_i äZ e* wenden wir dlo 
Tnrinktinnava auraetmng an. Danach gibt ea ebio TrianguUerung dt p on r 
VoUkugel, bri der «anirtirfm jj* und y (n^ielt alfl In der VoIlkngQl 
Hegen) ana ShnpUcea der Triangnliening beataben. Jode Piuiktmongo 

— V* wird alao abaltan, indan man ven den ^fanpUoea, ana 
V* beatelit. dleijail^a Sin^iUcBi wfi^lBBt, ana dehen V* boatoht. Woa 
dbrig bleibt, aind die faiiaTwii Punkte gewlanr Sfanplioei (von vei^ 
Thi«<WMi- Dfanaoalan) der TrianguUerung, 

Der Gedankengang den folgoideo Dewulaea fa»wi nun fialgendor^ 
nw B en iMmI biI weiden: Dia Punkte n der VaUkugel, deion Pnjektloa if 
etnem Shnp le x der TrianguUerung angehflrt, bilden eine qdiiidxiaobe 
Panktneoge. Dleae wfad durah die w m eh l ju W ii» ^ Mamiiglalti^tn M, 
die d e durefaaetaea, in ,3>&te" getedt. die aUi als knunmUnige Polyoder 
erwelBen werden. Zezlagt men disa in krummUnigB fihnjJlw , ao ergibt 
akb die gewQuacfate TriangnlbBung der ymaeu VoUkugaL 
■ tbn dleae Bewekgedankaa auBafflhreni betrachten wir die iimeron 
Punkte ^eineaguaau IT— l^gohfldgin SfanplasJC .Übv i;' liegen 
gewiae Punkte 17 der jfamrfgtiJtigkailan M, .denn KoocdiiiBtan qy 
durah Ltemg der Glekfaung aCij'.ijO-O gefunden werden. Dien 
(Haicfaung hat fOr jeden ln deonlben Gftd * und dinelbe Anaahl 
von vencUedenen (kumplexeu) Wunehi, Be moO aber Mirfi Anahl 
der raeUau Wuxialn der Glekbung kouatant aeiiL Denn bei ateüger 
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Andsrung dos PnnktM rf bum cdn Pur nellor Woxiob nur dann ln 
dn konjnglQrt kompleomi Pur Qbagohen. warn du Paar iwlachaadurch 

dlUnal müTfimmftlllt 

Die nellen Wuneln der Glelcfanng ubm obo, der Grdfio 

nach geordnet. 

Nnch dem Sati von der Stetigkeit dar Wuneln algebnlncher Gleichungen 
■Ind >, . . itetlgD Funktiooen von Innerhalb von X;. 

Wir nnteriachen nnn du Vertialton der Fnnktionen 
bei Annlhomng an den Sfanplexrand. NAbert dch yf dnem Randpunkt C 
voo Xlt eo bldben ‘'ifTi? all Waiaatn der GlBlchongF(i}i,....i]^ 

B 0 jedanfalla hcachrlnkt. Wttrde nun >lcb nicht dnem be- 
itimnaten Gnnawert C» nAbem. m fcihmta nun swd ho avg e u te Folgen 
mit venddadeDen Gfenswertan anawAblen: 

Nnn kann nun i/(v) und ^(v) durch eine Stracke ln der Uxngabung dea 
GrenifMinktai C* verfalnilBn. Bewegt dch dann yf onf dtoanr Strocks 
ao Ändert dch du mgebflrlga yff atoüg von yff{y) bla 

Durth Wahl von gadgoatan Punktn aal dlcoan Stracfam 6(f) 
kann man dch dno dritte Folge j^(r) veracfaatidi, dlo xu ofaum beliebigen 
Zwlidieawert xwlacban Cm Cm kon v oi glarL Aloo gAbe oa unendl ic h 

▼lob Punkte { ndt der gldnhii Frajektion Ci ^ Mennige 

laUglcBlt If lAgen. Du vertrlgt ddi ober nloht mit der ln Ci mgnlAren 

delchung F{Ci U «0, die olle Punkte .von M erfüllen xnfluen. 

2 >mtmk »üd dU PmkU 17^.... aMlfv Fmk k onm tonyf im 
/fHMrw wtd mif dm Smtia m X^. 

Bemerkung. Waon auf ehur Seite von Xi^(i<f) die Funktionen ■ 
Rendwfrto{J|l...,.f2) annehmoo, ao gehflren die dadnrefa 
deflnlertan Punkte wladar den Mannlgfaltigkeltm M an. 

Die über den Funkten C" von XI Hegenden Punkto C der M a nnigf alÜg- 
ksltsn If «erdoQ aber (genau ao wlo ea für dar FÄH war) dnicfa atetigo 
Funktboen an! XI gegeben. Abo dnd ^e Randwerte 

unter den atetigan Fnnktionen n floden 

rmA teilen deren SlgeoKfaalten. Damu folgt 1. B.. daB Jo ewai Fnnk- 
n«wMi und {M entweder ln ganx X", flberdnrthufnan oder fan ganian 
Inneren von vamhleden dnd. 

4. Da db Oberfläche Vonksgal K uiitgr den HannlgfaltigkeitBO M 
v mkiui i u nt, rnfhuaa db beiden über yf Ibgenden Punkte der Kuget 
oberfiOdie unter den Punkten 17^,..., 17^ Vorkommen, und xwar 


A 
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mtaBi et Hegen der Anardmnig (8) geredfl dar onto und der loM 
pDakt« 1 ]^ Mdn. 

Wir *»J1« mm die VdlkiigBl in ain. Bin Blöde bedol 

am eJlea Panktm g, die ober dar fdgnto Bodlngnzigon gonOgoi 

a) V ln Jf;. 1I.-1JP; 

b) if bl r,. iÄ><ijb<i|f+‘». 

Am Rtnde der Projektion dar VoIOcagel, hd lit, kommon ci 

Blficke b) notfirikfa in WegblL 

Bt Ist klar, d^ jeder Punkt e der VoUkngd dnom und nur oltun 
Block angehfirt ' Weiter lit klar, daB dlo abgeenhln— mo Hflüo ohu 
Blnehiie irieder am timikh dnfljilnrteii Hlflckm bedohL In Abb. 
bt die Etntennng der Bbene in Mflckn fOr don Fell geaelduiet, da 
die efaalgB Manrrilgflütigkelt M oln Kegebchnltt lat. In Abb. S Q^nki 
lat die Gmtalt einet Bkidm vom Typm b) im Fall dm drnldfaniaiakmnlo 
Rairmet genkhnet Die obere mid ontere Fikcho dleeea Blockea (dl 
obere achia:fflert) rtnd Blocke vom Typm a). 




Ataua 


0. Wir haben mm noch in 'ielgBn, daB jeder Block aemt Rand ttipc 
logbcfa auf ein geradUnlgea Polyedor ahgebUdot werdon kum, nb 
ndber ein knrnimjtnigei Pdivder lat 

FSr die Blocke vnm a) lat doi aehr leicht: Die Prt^oktio 
i; ^rf bildet, den Blöd: e) aemt deamn Rand tppolqglaafa auf du kr umm 
SimpdeK ümt Rand ah ; alBD lat der Blöde adhat än knunmea Sfanplm 

Binen Block vom Ty^ b) bOden wir ln iwel Schritten eb: Bolr 
oratm Schritt weedan düs Koordinaten ds Punkte tf dea Blocke 
ongDlndert gelaaea, wihrand iüi . . .iijb-i eo trnnafonnlert wenkn; 
daB du Sln^dax Uber dem der Blöde Hegt, auf ein geradUolga 
Shnplea ahgehflriet wird. Nach der AbbUdnng hebon wir abo elnac 
Blodi^ deuen Punkts dnrdi 
in Xf, 

definiert weiden, wo ein gendUnlgBa Sfanplee bt, wlhrend an 
1 ^+^ stetige Fanktkiien von im abgeecUaeMum Shnidcx Xf aiiid 
Im Innern von bt, wb wir geuhen haben, wthniu 

anf dem Rande lat, und swer lat in Jedem Randrinito A 

von Xf entweder d u r eh wog oder im Innem von X. *b 

flbandl 
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Du Simplex X, wird mm „fauyiantElhdi untartallt". Die buy- 
xontiiBliB Unterteflniig einci Sboplas wird nkuiriv deflnlert: Ein Jfi 
wird dnrcli einen TUlpankt Ji Id iwd Strednn geteUt, and wann eile 
«Yr_i anf dam Ronde von X, achan boiyieotiiach nntertallt dnd, so 
werden die SünpUoea dlenr UnterteDmig mit einem innerai Punkt J, 
von X, n neuen SfanpUcae verbondm, die denn die Untertelhing von X, 
blldm. Die Ecken alDea iwMien Simplex sind daimadi /i. ji« . . J,, 
wo Jedes ein Innonr Pnnkt von ist, wflhrendJCA.i rtets e^ ^to 
von Ist (k ^ 1, B, . . .. f). 

'Wir wollen mm die atodgen Funktionen ^ und dmdi stOck- 
wofae Unesie Fdnktkmon ojqinixlmlBrBn. b emeikim , daß eine Uneaze 
IT imhrimi der Koofdinoten ln einem gmdUnlgen Simplex voUsUndlg 
fericelagt Ist, sobald die Werte der Fnnkdoo ln den Ecken das Sfanplex 
bekennt sind. Wir deflnlerea damgeniAB im Simplex (/• 7i . • > /i) xwel 
lineare FOnktloiien nndljj^'''^, deren Worte ln den Ecken 

mH den gegebenen Wertoi und flberein> 

Jitiimnen. 

Warn iwel vanefaiedone Shiiplices (/i/f • «/r) eine Sette gemolnaam 
haben, so stfanmen die ln diewffi Sinpllcea definlartai Fnnktlanen ^ 
anf der gemeinaBmon flberein.. Also echlleBea sich die ln den Td- 
■IznpUces defliderten Fanktkxmn in etnnr ln gana Xf samt 
otetigen, stflckwolae linearen Ftanktkn fff maromen, and dswnibo 
gilt von ^■*'**. 

Wenn Jlneore Fanktlan ln ollen oder einigen Ecken alnas Simplex 

großer lat ela ab»« andere, ln den flbrigen Ecken aber glakfa, n lat de 
auch kn Irnienn grflfler. Daher gilt Im Inneren von X, 

JXnt^pncfaendea . gilt ober auch anf jeder Seite X, von Xfi let iBr die 
I n nai ai Fnnkte efaiBr anlchm Seite iff<fS*^\ so gilt da p nibw ftr 
ijW und Ät+'I: in ilMri)« In Jf., M tat dort «adi äP - if +>>. 

Nun km™ man den durch 

ff]nX,, iff<V,<ie^'^ 

dalinierten. Blook nmt Rand topcdoglnh anf den dnreh lineare 
Rlame bogi nisten Block 

ff\nXr, 

aojnt Rand obUlden, tndnn mad die KoorHtnefim 

Pnnktsi fl ungUndart Ußt, die KoonUnatan ^rofa etubd, 

wobei ffu nnd % dnidi die Fanneh 

mJtalnaiider verknflpft slxid 
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Mflii li c wdit leicht, deB die bd deflnierte AbbUdnng dnolnclculJii 
uiid bdldeneits itetig iit. Der "Mldblnrlr UBt rieh ober ohne mritortw 
(b. B. beiyKDtriich) fai geredlliilge SfanpUoei Berlegen. Alio lat Joclisr 
Blnrk b) topcdogiach auf ein gendlinlgeB Polytxlor abbUdfanr. Damll 
lat muB* Bräria beendet. 

Bemerkang, Wenn man den Bowria dea letaten Tellfia ff noch olnmiil 
dnrehgeht, wird man aehen, daß die Abbildnng dnr kmnunllnlgoii 
SfanpUcea der T^iangnllaniiigaof geradlinige aoelngerichtotwoidan kann, 
daß die Eooidlnataa der Punkte ring« knimmllnlgen Simplax 
UffwmuMMn FmkUonsit der KoonUnatoi Im Innern dea gcndlliilgoti 
TnMAnpiCT Xf, rind. Man nniB die atatlge DirEeienxlui Lauheit der Al>- 
MMmifl rfnnVrinngn natOrilch ln die Indnktlcmivaiaiiaaotxung aulndimcn 
und den entm Schritt der Abbildnng der Blflrko b) ala dÜrfoniixlorhar 
annehmen. DadlBnlgehrnladwnPnnktlonaDiypanBcihalblhinrkrltlaclioH 
andi dUFerenxlBrbBr rind, fOhrt der iwelto Schritt dar AbUlilunic 
auch nnr auf dtffatenriarfaaie Funkttonen. 


Die nidwtii Fkaga, die wir xu nntezinchen haben, lat die ZuiUck- 
fflhrnng der komplezan algefacalacben Mamilg&dtl^QBiten auf raollo. 
Wir hedWem ima hier einer Abbildnng den kmiiiTlmmn prajoktlvoii 
Ranmai auf eba ceeDe algebzalacha MannlgfftlHgknlt, dlo dnich folgDmle 
Formeln gegrim lat: 


(4) 


+ tf<^) 

(th-Olt-itlt «<*). 


Dabei rind Cai • • »i bomogene Koordinaten Im kooipIexeD S^, wIhroiKl 
dis nnd x^iß^j<k^u) honoogeno Koordlnafam in 

alneni leeDon Sm aind. Die ri^ in den C/ kmjngkrt knmplm. Miin 
rieht dann ana (i) nnmittalbar, daß die Oft nnd xit roetl anstailen. Sotxl 
men ao kum man atatt (4) kflxior achtcibmi 

(®) + (/, kvü, 1, 

AfanUeb wie in {4 rind dis nnd Xf^ Aitc h die Bedingnngen 

(®) (<%* + (a^f + ix^i)—{afi + (oi* + <Tij) « 0 

mHidnander wwrfiiniHwi- Die Bedingungen (0) «inH notwendig «nd hin* 
rririmod, damit efn leellar Pnnkt von Sjf Blli^piuikt ritw Ponkteg C 
des kompkucan lat. Die GUchnngsi (6) duflnlnmn im reeHeu S/c 
efaie algrixeiache M a nnigfal tigkeit, die SiouaBAa Mmmij/tlHgktit 
Wie ln 1 4 rieht man, daß die Abbildnng dea Sanmaa 5, anf die Mannlg- 
f a ltl g kri t d el n e h idaotig iri. Stetig lat rie natflriloh anoh, mithin tonn- 
leglach. 
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Die SBCTunhw Mannigfaltigkatt 6 hat IialiijOi Pimlct ndt der Hypei^ 
obeno 

(I) + + 

gflDidnnm, dom ^( 4^1 nkcniüi Null, wann skht alle C/bbO afaid. 
Mehr noch: auf 0 g& flbocall 

i<^i* + ^ I " 1 6 E» I ■■ /66 ■ )^iiS " y^/ • ySi* 

Betrachtat man ako die Hypenbene (7) ala imalgaptHehe Hyparebeno 
lind fuhrt durch die Nonnlcr^ InhomogeDe Koocdhiatm dn, 

ao afnd clla Koordinatan niä tyt dem Betrage nach äC 1. Alao Hegt 
dlo Uannigfaltigfcrit 0 ln afnem benshrflnkteo TbU dea anhlkttrJhng 
Ranma ( 1 . B. in der VoOkogei + 24^ ^ » + !)• 

Einor olgobraladioD Mannlgfaltitfmlt in 5, ndt dm Gkdcfanngen 

( 8 ) MO -0 

Atapridit onf 0 eine BildnuumlgllBltigkeit, denai Glskhongen gefunden 
werden, fndom man die Gkidnmj^ (8) ndt ihren konjnglert-kaaiplexen 
nraltüpifadert: 

MöWÖ-o 

lind dann die Produkte Ci tb durch ff/i+fi)* eraotst 

Sind mm endlich vleie algebraiiche Mamrigfaltj^ritm Af in 5. 
gqgeben, ao entsprechen ih^mn ebenao viele reelle TaflmamrigftiWghBlben 
von 0. Nach Sata 1 gibt ca eine TriangnUamiig von 0, bei aüe 
TeflmannlgfiBltl^Eeitm ana SlmpUoea der Triangnllenmg beatehen. 
Damit kt bewieaen: 

Sati S. St g(U tkit T HmjuUmti ig im kompUtm 5.. W itr miUA 
witU wo rg attb nu Mmmjg/dHfllitttmb M iib atm Umtm SimpSm i$r 
THmtiiimmg htHtktn 

Bk bierhar haben wir nna um die Dimendonim der SiropUcea der 
THangnUemng nkht gekflmmert Aia dem Beaek dea.Satsaal kt 
aber Idar, daß nur THangulkrong einer d-dimenkonalen Mannlgkltlg- 
knlt Af im reellen 5. nur SfanpUcea von bdchatena der DhzwuiDn d 
Verwmdnog finden. Daa Bekplal einer ebenen knbkdien Kurve ndt 
einem imliertaa Paukt leigt, daB anoh.SimpUoei mit Dimeneionea <i, 
und swar nlÄt nnr ak Sdto von Stmpilcai in der THengnllarimg 
Vorkommen kOnnen. 

Beim Übergang vom kemplesm tat Saomchen üumigklfig- 
koit 0 verdoppelt äch dk Dkunkon einer Jaden iixedmdblen Mamrig- 
faltlgkflit Af I da dk Real* und Imaghilrtdk äat Koordinaten der Ponkte 
von M jetit dk intabhAnglgo Vetinderikbe anftcetenil Ako haben die 
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HmpHrw der TriMi gnUar nng voo M hAchstaiu dlfi DbiiQiuloa 8d. Biui 
IcBiiii iber noch inefar ba w dii vi , nimHrii 

SatiS. /• itr 

M im 1 mmpi § xm koum uM mr 8 rf i i mm wi o mtU 
SimiHion X^t mi ilv$ StÜm war. 

Beweli. Wir wlhkn «lo ln 1 81 du KoocdlnateniyitBni m, dafi 
die EoanUnatoi einai •ngemehun Fonktea Yoaif ganu 

algdnlicliflFiiiiktlaiHavmifa, ...i^fänd. Dann gohfina nodi Sati 4 

(1 81) n jedflm W arta yrtem der Koordliiaten 4«, . . ., Ce gow ia e Ptmkta C 

von k), daran Koordinatsn Cgitxif« dnndi Floktai^ 

nriegnng dee PotynonB 

(9) Afapi • • ii Cii • • •! Cii ^ ^ 

c^-«iCi+«i?i+“'+«wL 

flwfari^ werdao. 

Wir hmhmn genhen, dafi die Koonlbiatan dar Funkte rin— knmun- 
UnlgA Sfanplaz X, der THajignliannig von M itetlg diffaraadsfaare 
Fanktiom von r raeDan FuBmatam Aid. I^ujldaEai wir mm JT, lo 
oben Tdtraum Sg Unafai. indam wir die Eoocdlnatan Ce 4 .ii...fCa 
dmch^Nnll tg aa taa n, ao irt die l^ojaktlafi vm Xf ofaie Fnnktmnngo, 
deren Funkte wieder etetig dlfienmderbar von r reellBn Farametem 
Bhbkigen. Eine erilrJie Fanktmenge lat aber, wenn f < td lat. Im kom- 
pleni Sg nliganda dicht Nfamnt man die Fraktion fDr alle SfanpUcea 
^(rwO, 1, .,.,Sd— 1) der Triangnllfrong vor, ao erfaflU man ala 
Vecelnlgiing lEer Frajektkaien eine nligenda dldita Fanktmongn W 
In Sg. Jeder Punkt C' W lat aooilt Limen dnar'Falge von Pimktsn 
C'(iOi die nldit in W gebflnn. ' 

Wie oben bemedct gdiflrt nr Projekti on C* ein Syetem von h Ponkten 
Ci • • > 1 C ▼an M und eboiao lo jedem C'M ein Syitan von h Ponkten 

i k 

C(f)i • > *1 CM w ^1 die jedaamal dnrcfa die PkktomdQgnng (0) 
atimmt weiden. Nannlert man die KoonHnatm dmch 
BO alnd alle Eoocdlnatan ^(a) gVdnhmlftig beednlnkt Daher kann 
man ana dar Fblge der Sytkaim von k Punkten eino konveigente TeHfalga 
aoawllilm. ' Fttr dleae TatUolge gilt dann 

CW-^^i CW“^flf‘iCW“^% (»-►oo)* 

Da die Gkrirfimig (B) bahn Graniflbergang achaltai blalbt, ondemdta 
aber die PkktDc ae c l egong dnea Pol^poma eindaotlg lat mflun .die 

Cimq i ün ktB i; In fagendelner Bethenfolge mit Ci • • «i C dbecefai- 



Aafaang n IV. AlgtbakBha M « iinigftUll|lMH»i ak tnp d n g kBh o GaMklfl. 186 


1 h 

■Ümmen. Alio lat Jodor der Punkto C* • • •! C Gfauqmnkt von ■olchon 
Paukten yoa dianti Projektloiien xd^t cor Ponktiiiaaga W gebflran. 

Du balBt ebpr: Jeder Punkt dnei S fa nptoa X,(r<Sd) der Tri- 
■ngnUening von M kt Grenjqnmkt von aoldien Punkten vm Jf, die 
zdät wa den Xf mit r<%i gehflrea nnd die eomit nur Innere Pimkte 
von SlmpUcof Min kOonen. Dtnuufdgt, da0JedaeolcbeJrr(r<Sd) 
Sdte tina 'Xu vd M \Mt. 

ktn kftnn die TriandiiUening dar knmpleiDn Huinlglnlti^nlt M 
■nrfi, ln ähnlich »tr Webowle die Triangnllnrnng der ebenen Knrvon am 
AnfiuK dieni Puagrqihen, a» einer TrianfoHerang dea Romnea Sg 
erindten, indem men ^von oxogeht, daß Jeder Pni^ von $4 die 
Pn^ekticm von h Punkten C yoa M 1^ Man hat daan 5^ » n triangn- 
Ikr^ daß (Ue Ver a w el g iin gi m a nnig hlrighBit, die dnrch Nnlkatsen der 
DkkrimlnantB den Palynami (0) entataht» mit triongnUert wird. In dleaer 
Wake haben WonMCXi und BaauinDi) die algefankcfaai Fanktknun 
fon iwoi Veiflnderlkfaen tmtenocht* 


1) BeADiDEa, X.! Ablu Halk Iivt Hamleiii Bd. I. 



FOnftM K^rfteL 

Algebralache Korrespondenzen 
und Ihre Anwendung. 

Die ■IgBbnÜKlien KorraqxiiidaDifln dod ftwt u alt wie dla BlgQbnlaeho 
Geometrie flberiiaiipt Ein Satx voa CKAaLn Aber die Anahl dar rix- 
punkte eina’ Kaneqxmdonx nriecben Punkten elnor goradea Llnlo 
^ I II), wurde won Bmix^ onf EomqxmdeniBn nriecben den Punkton 
efaiar elgelniichai Kurve verallgsiielnart, von Scsdbkiit^ mit groDom 
Etlblg nif Syateme von oo^ Punktepunn dea Rnmnei flbertngeu, 
von Zkuthkn^ wetto' venchArft und mennlglkdi verwendet 

Be rind ober ent die ItelleulKben Geometor, namentUdi ^|mHi 
und Euxiodxs getremn, die die aüganelnera Bodontung dee Eonx»- 
^Madenifaegrifia fftr die Bcigrttndnng der tlgebralBfaon Geonotrlo 
erkennt heben. Tmmnr dort nimlicfa, wo geofnetrleche Gebilde eo in- 
einander fai Beikibnng gemtit wenlen, da0 dl—a Beatebmig dnmh 
BlgebreJadie Ghdcfanngen enagedrflcfct werdoi kenn, knc umt der Korn^ 
qNndanibegria lur Anwendung. Von dlewr allgänebien und gnmd- 
Tflgmdnn Bedeotung dea nU hier In enter Idnio 

die Rade leln. FSr die onSiigB erwihnten tbitetvQchnngBn flbor Plx- 
punktadilen von i mtaen wir den Lmsr inf d&o 

erwUmte litentnr ve r w ria e u *). 

VoD jetxt an bedeuten x, yi ■ . . nicht mehr exBachUeBUchUnbeBtiniinboii 
Bondem aocfa kiauplein Zahlen oder algebnlache Fnnktfaman, wlo an 
ildi JeweOa ona don Zoaeimnenhang ergibt. 

I 8li Algebnlaohe Ko m a pon dennan. 

Dea CHAMf ffWanha KorreqMmdeaqirliudp. 

£a aelen und 5^ iwel projektive Rflnnie, die enoh lUBBininan- 
fallen dflrfen. Eine algebniacbe Uamiig MHfl fcni* vou Punktspuron 
(« )0i wobei s in 5 h nnd y gebflrt. helfit elno a/ |aftri e/i a>a Koma- 
»pimiäiu 9, Die Koneqnndeni wird dnich ein ^tam Vob homogaoon 

■ ^ I 

■) Uix,A.v.:lfaUi.Aan.Bd.8(iarq&tl-^iiiMlBd.7(lffT4]aiOT>-fB. 

^ SauBUi, H.: KiIUl d« ihiahlwdm OeooMtriew ]g^ 

^ Zaomt,. H. G>: Libibedli der BleeiilHdwi Mathodm dar OaonaCrle. 
LripriglQli. . 

^ Dnk aoBh 8. Ixram: Trum. Anar. Katli. Boa. Bd. M (UM) B. 1—4» 
nad vonohkUau Kota von P, Sivxsi ln .HidkonH Amd, Uiwri IflM awl lUf i 
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la? 


GldcfaTmgai (bomogoi aoivohl fai den s oIi in den ^ 

(1) 

gegeboa. Von den Punkten y wird gengt, defi de den Funkten x in der 
Kc ei e nM i rinng gw /i/ i r iateH oderw ^ i ori iidifad; ein ngeordneter Punkt y 
hclfit eoch dn BüdpmM von s ln dar Korn^wndim, wiluend un>< 
gflkihrt X eb üihüi von y heifit. 

Bft^dnln von Korreqiandonion dnd die EbrrdatloDan (qnidl 
Pbluqpiteme und NuUeyeteme), die dnrdi eine bllineen Glelcfanng 

J?«/*»/y*-0 

gegoben weiden, weiter die pni}ddiven 'I^imfiinDatknian 
oder 

achUefiUdi die Fn)|aktkinan (y ist die P roJek Üon von x uf einen TeU- 
reum 5, des Ranmee 5^, wihiend x einer beUeUgen Mennlg&ltlg^ 
ke|t M angdiflrt). 

Der Begriff der Korre^xHidene kann noch dednxeh Yenllgaaiolnert 
werdoi, dafi an Stalle der Punkto x und y andere g e on ie tx ' ind ie Gebilde, 
a.B. Punktopaars, lineare Rlmne, HyperÜftchen geDocunaa werden, 
Bofiam ^JeM Gofaflde dnitfa (dno oder mehrere Reihen von homagown 
Kooxdinaten g ege b en werden. Die (i) mflaaen dmti ln 

jeder efaudnen SoordlDatenielbe homogen aein. Alle folgendoi Be- 
tnditnngen gelten ohne wd tarai fDr dkm aUgsneixieran Pall, waa ffir 
die Anwendnngan anBenmknÜkfa widitlg iat Bei dar Formulierniig 
da* SätiB eolbat weiden wir um aber enf den PkR beedntnlmn, daB x 
und y Piinkta sind; wir qxechai alao nicht von „Gebilden" x nnd 
„GeUhkn" y, aondem «Infagh von Punkten x und y. 

KHminiart man die y am den Gbkfanngen (1), ao erbllt man ein 
hoDiogenea Renltantoneyatem 

(#) fc(*i...Ma»i)-0 

mit der Elgenachaft, daB lu jeder TJimng % von (1) mindartem ein 
Fniiktq)tar {x, ^ der Koneqnndam gehdrt Ebenao eiglbt die EUnd- 
natkm der a ein hnmogoiei Glaicbniigwyitam 

W yj-o. 

Die GHekinnigen (B) definlarea eine algebnlKhe Mannigfaltigkeit M 
ln 5a, die der Kücie^ondBna 9: ebenao deflniert (8) 

etne Mannigfaltigkeit y ln 5^, die Bilim m nii laUi^ixU der Kon eqmnchm fc 
Man qiioht andi von einer Rorteapondena ft iwfwAia M mi M lat 
(s, y) ein Punktepaar der Kone^ondaai, ao gehOrt « ni Af und y an N, 
ond an jedem Fimkt x von M (oder y von N) gibt ea minderem dnen 
entqnchenden Punkt y auf Af (haw. x auf JO* 
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V. Alirinlnbe 


und Ihn AnwoDduff. 


Hilt znan dan Punkt s feit, ao deflnienm die Gleächungon (1) eine 
ligebniache Maimig&lti^elt Im Henme 5,. und xwar dne Telhiiun%- 
faltigkrit Ng VQQ N. lat die Geaamthelt der dmn Punkto x ont- 
^veebenden Punkto y. Urngdahrt entqnlcht Jedem Punkt y von If 
ehiB elgebnlache Wannigfalti^wlt Mj von Punkten x anf Mf. 

Sind M und N iirednsibel (die Kmieapuiidenx St kann rodnzibol 
oder irrednribei aefn) und entqiradien Jedem nügemetnon Punkto von M 
ß Punkte von 1/ nnd umgekehrt Jedem eligemefaion Punkte von 
a Punkte von M, ao spricht man vtm einv {a, ß^Korrmpoadaax iwiachen 
M und N. Einem ynakirflen Punkte von M kflonen debol onHUrh odor 
unimdHA viele Punkte von N ent^jcedien; mit dem Üboigang von don 
allgaiidiien Punkten xu den weiden wir una qittor nodi 

an^glefaig an befiHMn 

Iit die» kfairnigfiilti^att ft inedniibelj ao haifit alo olno fmrrffrrflWg 
K ormßexi m u . In dkaain Fkll ahkd auch M und N Irrednalbel, dom 
wenn dn Produkt von iwei FonnenP(j) * G(a) Null wird ln Punkten 

von M, BO whd ea Null fBr alle Punktepaare (a, ^ der Koneqxmdena ft. 
aiao wild ein Ftaktv F oder G NoU fOr alle Punktopaere (a. von ft. 
alm fflr ade Punkte a von M, 


Ala wintarhatea, aber wkditlgen Fell betnchten wir «nnarfMit nhm 
(e. ^Konenaialnni awiauLan dm Punkten a und y einer Gomdan 5|. 
JDIe Korreapondeny aal rein dann *dnn Hyparfiftdie 

fan iwel&di prajektiven Samn und wird (wie Jedo Hyperflfioho) 
duiiii eine ninifgri nii ^' h iiiij 

W /(a.jO — 0 

ffffbnn , die wir ala frei von TnahArfwi Pkktocen vonuaMtien. Din 
GWch ong Irt homogen in den beiden Enwt Wnatnn (jgg Punktes a 
und ^»l a o ln denen dea Punktes y. lat c Ihr Grad ln den x und 
ß Ihr Grad in dm y, ao eoUpiediffi rfnm allgemeinen Punkte a oflhn- 
bar ß vemJilndflne Punkte y und fcU jimrfiw«! Punkte y eboneo c 
verachledene Punkte a. 

Die Fl^mnkte dm Eooeqxmdmx wmdm gafnndffl, Indem man 
In (4) a^y aatat Das oglbt dne dekhung vom Grade a+J9 ln y, 
die entweder IdmtlBch arfimt lat odar gmwn a+ß Wnznln Qodo mit 
Huer V l a H^dihdt gaalhlt) bedixt DU Kmnponi$m (4) «hMI cbo 
esA^ iU ela BmimiM oiw hat, wmm mm ihn Fixßfmht^ 

^^ViäfaMätmaatt,äUaUhmmiwGUUhmif{a,yi^Omvhmh 
«+^ Fiapmma, Daa^iat daa ..CseaLnKfae Koneqpondeiia- 
prindp'*. 


'öni rinA rinftA« Aavmdaog da rwiwimiliMi XoniMiaBdmmrfaMlia n 
g^^ h a tTiiihtw «Ir'raal JCBg e WietttA X*. dte Sbh nldife bwflbnn. Aua 

ae JT, die k nm avdtami 
m P, aohoeldm. l>iuak piit dne aedle Tangmta aa JP, dia k aam awdttfmil 
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la Pa whnririii t. So icvtfdiniid han üiito w man dio EMte P,, P^. P« P.. 

Nna iflcd taohrapM: WmmäUXtlhMUi tlm ma U mwUlt irtrttb r W 0 lm mU P«««P. 
mi M tßhm wr y t^ tli tUk1mmgr,mltmmkPtm^K g m tkn mM. DaMafMvtr, 

diDSdbflPa,i\ P,«]hBaaiäBh<alrWrfryi<w, wa t— chrttBrjKiiha) 

du mttHltfM P^. da Umttt* 
pankt wm K and JT odar 
warn (fBr a n — a da «) dk baldai 
IdttBlfltadar i;_i and Jfc+i BB. 


■ammaBkUan and Ihm VatUa- 

J iifyiiwu dna j ■iMJi—m« Tkw- 

gDBta dar taddan KhsdadmUta 
tat (L dk Bwaito and dillli Slfaz). 
In miaa kt dk a aa to 

HUto dar Katta |kidi daraotm 
te giBsahdirtor Sdhonfolf^ ak> 
P.-P,. Dtaaar trhrkk VUl 
hfmt (aiBaU bd y ata 
bol ungaiadm a) almal '?ar, da 
aa akr SuimtUpunktn and dar , 
nrlaaban P« and P« tat ttamnaeli 
PhqnuihtB hat Hat ak aaOcidai 



Mtaanna TbafaniBi gibt Dk Xomva^ana 
a (M)-ElDf n^aadw^ dk liuuiai dv Ulf kk 
mdi akuRi^aakt aa aothSttda aaohdam 
Hl* Tdiailfttl ata BmtandtalL Van dam 



I SS. Imduilble Ko f wg p o n i Wmum . 

Dm Piixurip der Tnn e ti ntinelh l ung . • 

Eine irredniibki Kam^Godens ht (wie Jede inadudblfi Misnlg- 
foltlgkalt) bestimmt dmch Ihr eOgemeinei Fnnktepear Die 

chanürtoristiecbe ElgeDmhifi dloae lügeoisbeii FmdtiepeAne bt, dafi 
■iin bomogdiea elgebnledm Ralatknea 17)^0. iveldie flr des 
eDgonidbie PDnktepear gelten« flberi a qpt IBr alle PtmktepaAre («.y) 
dior ynm |ii p (arwiana geltenj Bndew uflgadrfltiktr eile Pnnktepaaxe der 
KorreqMmdens tmMthut dnieh nietioiiatreaa SpmiaHiirrnng ans dem 
BllgnidiienPiinktepaAr(f.i;). ^menefauIxiediiiaileXcaieqpo^^ 
doflnlerao, so geht man arokmt aig- von afaiem ^igsodwle defücrben} 
allgemelnea Fonktepaar ana; die Gemmtheh der Paare (e, |i)i ^ 
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V. K om yondanan nad flni Anwaadniig. 


dkm BÜgBiiabfln PmilttepiAr dnidi ndttknatnrna SpftikHriiffnng 
aotartahen, kt dann atats abae imdiudUe KdtrHpandeni. 

Znm Rdipk] ad. M eine gegdme trrertnrihto Mannigfiiltlgkrit, 
{ ihr aHgndner Punkt Sind mm Fomun i^dchon 

Gfadei, & nicht alle Null «erden anf Jk, ao kt durch 

( 1 ) 

dn mdlei Punkt i; gegeboa, dar ntkmal von { abhlngt. Daa Punkte« 
paar kt daa aflgamelne Punktepaar el^ irredodblen Karre« 
^Nuidmi, deren Pnnktepaaie alla dmth rdatknatreue Sjpedalidwfuug 
ana Ihm hervocgeben. fflne aoldie Konmqpandem hdBt eine fwtfoudEe 
dtWMiwif von M, — Auf Grund der relationatrenen SpedaUaterung 
mfkm die mh (1) tfei dnmiUgeu Rdafionim 

andi fflr jedea qpeddln Punktepaar von fl gelten: 

(S) yiwW— )V9^W-0. 

Sind nicht alle fi^(e)M0, m dnd dnrch (f) die VortiUtulaa der y ofai- 
dentlg bediinmt Späher die alle «0 fUkrcdnen Pnnkt e von ilf, 
0 rngm die Formeln (S) nidite mehr darflber am, «eiche Punkte y 
dem Punkte s mgeuxdoet dnd. Man mnfi dann in anderen Methoden 
gnUm, X. B. au dnem Graasflhar^uig, Indem man dch don Punkte x 
auf M von allaa Sdten her nihert und dabd naleht, «elcher Grenxkge 
derBfldpanktyEustrebt Wogender Stet%kdt dar datfaderaadenFbrnien 
der Kooeqioulani gehdrt Jedea m «haltene Paar {s, y) aur Koneqxm« 
denx; andat en ri la folgt am Salx 8 dea Anhänge anm 4. Ki^tal, daS 
aDe Ikare (e, ^ der Koneepondena m eitalten «erden kflnnm. 

Die Dfanenian q einer inednxlhlan Kaneepondena fl kt die Anaahl 
der algabnkdi ««iwW»ewg iflii unter dea 

aUgemelnai Punktepaaroa Wenn etwa und kt 

Uhmoi «Ir a i md iii Mgi ; q kt dann dk Aniarhl der al^bcikch 

rniehhüngigan nnter den Grflflen lat mm a die 

Axunhl ^ algahrakeh imahhftngigen unter den ( ln beäug auf dm 
GnmdUkper K und 8 dk Anaahl der algefarakch unabhüngigen unter 
den ln beäug auf den Kdrper K(^, . . («), m lat offimfaur 

f-ia + 8. 

Bbenao kt, «enn e dk Anaahl der algebiikch unabhAiiglgeo nntnr 
dm 17 kt und i dk Anahl der algebnikch nnahhingigen unter ddn 
4 nadi Adyonktk» der 17 : 

(4) q^e + 4, 

Geome trk c h bedeuten dk Zahlen e, 1 0 , 4 Dhnewkmen von Mannlg« 
kltigkeitmL Dk { d e fl iik rau einen abgemeineQ Punkt von M, dera 
jede homogene Rektion F(4)—0, dk fftr den Punkt { gilt, gilt andi 
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fflr alle Pankto x vod M, tmd ttmgakBhrt Also Ist « die Dfanflmiaa 
▼un hf und ebenso c die von N, Ee wiid nun tieltBr behauptet, dafi 
iix TmImxMiigfaUigktU xon N, ii$ itm ^l§nxdn»\ PmM $ von M 
txtxprida, in bmig ml im KÖrptr K({i, . . IJ imimi b ä mi «m itr 
Dimmdm b dM. 

Nf besteht aus allen Punkten y derart. dsB das Pnnktepaar (f. ^ 
der E^arraspcindflax ongebfirt, d.h. dafi alle hnmogenon algefareiachsn 
Ralatknon, die Ifir ({, ti) goltan, auch fflr y) gelten. Durch die Snbsti- 
tntion verlieren diese Relationen ilne Homogenltit ln den f, 

behalten de aber ln den 17. Van kann sie somit als horoogme Relatlanm 
ln den 17 mit Konfflrienten ans dom Eflqxr K(j)H K(^. • • •# !■) anf- 
fatann Donxnach gelten alle homogenen elgebnlichen Wninrimn niit 
KoeflMenten aus K(j), die fflr den Punkt 17 gelten, aoch fflr allo Punkte y 
von ^1 und umgekehrt. Des helOt aber. 17 ist ein aUgemefaier Punkt von 
Folglich ist Nf irrednrihel ln besag äof den Kfiqw K(£) und von dv 
Dimendon b. Bel einor E r w eileni ng des Kflrpert K({) kam die Ifannig^ 
ftiltigkrit wohl seriinHon, aber Ihre ahaolnt IneAisIblan Bestandtafle 
haben aQe dieselbe DfanenÄm b (v|^ | 81 , Sota fl). 

Aua (8) und ( 4 ) fidgt nunmehr dos Prixtip i$r iT" rmgerrffnafffthmf • 

TFsm» ix y- <Ww> s af e flifs»i imiutfbtm KormpoximM imiwkm M 
xnitd rfffisi flf/gSTJij/wrji PittiM f 4kr M-üttwitittiuiM 
sfiM b’^immtioxtix xox PixtHm 9 oh if mtxpHcH mii 

xwftkikrt rfniffi ßUfmttiiim PitHÜ 17 itt o^Htxxxttomim 
k§i$ N dm i ddwwH iümdt Mmtdifdii^idi wox Ptmkim xxf M, m dd 

tfi) f — « + 6 — i + d. 

Dasn lat noch lu b emeriam , dafi oUe allgemelnan PnnktqAaie ({, q) 
der Kotreqxmdens untarelnaiider äquivalent sind; ^ flbrigeoa 

von den ailgonelnen Punktoi vtNi if und von . Ea Ist als) giekhgQltlg, 
ob men von einem aligemeinen Punkte 8 von if ouageht und dan dnen 
ollgonelnen sugoafdnotai Punkt 17 von N sacht odor ob man um g da hrl 
von elnam aUgemahum Punkt von N lusgeht, itats findet man dlaaeThm 
Zahlen e, 8, s. d nnd dl es e lba i Elgenidiaftea des oUgemeiiKm Punkta- 
paaiei ({,17) der Korra^pondons. 

In den melatan Amrandongon benntst man die Formel (fl) sur Bo- 
itlmmung der Dünoiaion 0 dor BOdmanntglaltlgknlt N, man. m, 8 und d 
gegeben shuL Findet man dabei s^n, an kann man achliefien, dafi die 
Blklmannlghltl^Bit N der gania Raum 5 ^ ist. 

Baliplele und Anwendungen. 1 . Ea ml die Frage vocgelagt. 
von wievlalen Porameteni dob ebene Kurva 8. Ordnung mit elnar Spftse 
obUngt. mit anderen Worten, wtoykiMimenslonttl die Mannlglkltl^DBit 
der knhhnhen Kurven mit eliwr %dtie Ist 

Wir bilden eine KorraqxiDdens ff swiscfaen Pu nkt e n x und knhlsrJien 
Kmven y. Indem wir eüiom Punkte s aUe die Kurvte y suordnen, (Ue ln 
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V. A^whniWin 


und ihn Anwodoag. 


s fljne SpitxB habfln. Ein iUgmdnM Elamentepflax ({, i;) dkMer Korre- 
qMndwi« kann num i{ch folgoidarniafiea unncluutfiQn: Man nefama dncn 
angemeiiien Punkt f und dnrch Um die aUgemeiDatiB Geredo 0 ln 
.der Ebene. DamHefaiekiihUdiaKiirreyinfebmSpUsamltder Spltisn- 
tangoote 0 habe, mflaen Ihn Eoefflidenten Syitem vaa ffinf 

niwMianfl igm Hnaamt Glrirfimig m ffmbgmi). Da ln der Gleldning ofaicr 
aUgenxinea knhkrhHn Kurve 10 Koefflikmten vwhn n im en, vna dmon 
efaMBT glrfnh Eins gewihlt werden kann, hingt die allgemelmi Ldeung den 
GMdn m^y a Uana nnch von wUIkbllchen Paramotern uli. 

ZlhU man dwm noch die eine wUlkfiiildia KoDatmte, von der die Spltaon- 
tangente 0 (bei gegebenem Punkt {) abhingt, ao erhilt man fünf Rini- 
meter. Setit man fBr alle die« Paximetor Unbeatlmmte, ao erbUt man 
ein ■H gwTnjniMi Paar ({, 1 ;), axui dem eile Paan ( 0 , y) der Karraqioiidoiui 
dnrch PanmBtnraperialfafanmg (alao dnrch die einfanhata Art dar reln- 
tloortnuen SpmlaMftnnig) berrargebaL Die KorTeepondfflia lat aomll 
hndmibel. Daa Prlml^ der Efw^ntwi^hing ergibt 

8 + ö-e + O; c-7 

mlthtn lit die geandits Dfanenrionaahl ißeleh 7. 

Kan pflegt daa gobindene &gBhnla andi ao enadrOcken: Sa gibt 00 ’ 
ebene knUKbe Knivmi mit einer Sp toe . In gwum analoger Wetao kann 
man die mannlgfiidiaten Phnendo n a b eB Ümmun gen vomefamen (vgl. 
daa nadifhlgende Belaplel S, aowle Angabe 1). 

Belaplel fl, Gegidien eine knbiache Ranrnkorvo C. Zn bowolao n , 
dafi dnrdli jeden Ranmpinikt dne oder dnn Tlangento der Rnnin- 
knrve gebt (ln 1 11 worde dar Bewela dnrch Rechming golflhrt.) 

Dn^ fwel iDgenudne Pimkte dar Kurve gebt eine Sdme. Darali 
celaUanatreoe ^MBdeUdonmg ecbllt men ana aBe Sabnqn 

and Thngnotai (die l eU t a r en entitehen, wenn dlo holden Punkto n- 
irnnenrfVknn). Ahn bilden die Sehnen mit dsi Thngenten maommcni 
eine Imdnalble aweidhaenalanale MannlgbltlghiBlt Nnnmdir biMnn 
eine Kar re i gwndina iwlaahen den Sehnen a und ihren Punkton y. Indem 
wir jeder Sdme 0 alle anl Ihr Hegenden Punkte y voonlnaQ. Die Kamh 
qpm^ena tat wieder inedadbeL ln der Formel (0) lat aaaS und 0 h 1 
m BlaeiL Um i n I j e alliii i nen , bemerken wir, da£ durch Jeden Punkt y 
anfladuJbde rKurvehfldietBna eine Sdme gebt; denn awetaldi *<***"^>dfir« r!« 

^ l4gt mux dm KoatdliittamiihBipvinkt ia dm Paukt «ihlt die Genele k 
die GWafeum der kaUeohen Knre lo fahom o gnn eo Ko- 

ea + e|^ + diai + %af +ai^^ + fl|jS + ..."0. 

«9 huitaD die BHUefnagm fttr dae Bpttee la | aüt dar Spiümataag uu te u: 

Tlnunelanalwt auue die Karveai^UBhaiig nf irgnsdelB udene Koordl* 

mtmefdaai, eo wenlm dlae Hneiren OWafanapei aettrHoh UMh treiwrfprmhrl ' 
oe hWiwB ebar ftaf imaKdimlge Hoaaia GWahnafai. 
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SAnii wttrdan eine Ebone ha rt l ni i TWi, dla vier Panlcts ndt der Kurv« 
ganofaiaun h&tte, irai innii/lgHrh Irt. Mithin iit ^hiO. Am (0) folgt 
ntmmahr 0 ^ 8 , d h. die MftmiigfaHi^tBtt dv Fonikts y irt dv gum 
Saum, «u n b en da ep uw. 

Boliplal 8 . Db Todiinnie efaim Rinmm 5. «ordni ‘wmflge 
Ihrer PLOcnaadioa Koordinatm aixf Pankte y efam Mdranmei ab- 
gefalldet mDao teigen, daB die BOdpinikta eine iiredmlble Mamdg- 
fnltlgkrft von der Phnmalnn (ti+l)(»"W) bOden. Mit andven 
Wortai« et gibt Tehriitme ^ In 5^. 

Bawala. (ai+l) allgemein gewlhlta Pankte in 5^ beatfanman eben 
TeOiaian 5^. Dtnth lebUoDMzene SpntlnlHerimg erfallt man am 
dtoam Ponktai Jedea beUeUge ^jitem von (m+ 1) Unew onabhflnglgen 
Pankten und ana dem 5^ dkber jedoa bejUeblgmi S^. Damit kt aehnn 
bewleaaD, daB die Tefliinme e^ irrednalble Mamrigfidtigkelt bOdeQ. 
NennoniHr daa angemabeSyitemmi 1) Punkten den duzcb 
ale beadmmtai TeUnxun 17 , ao b eat lmm t daa Paar (|, if) ebe fctedmdhki 
Karreapandana, denn BOgamebea Element eben dbna Ibar lat Da 
dn Syitem Ton (ai+1) aUgemdumi Punkten b von 1 ) 
metem aUhlngt, eb Syatem yöa (m+ 1) iHgemeben Punkten b abem 
voc g egebenen 5^ aber von (M+i)M Farametam, ao lat 

#»(w + l)#; 8 — 0 ; d«(M+l)M. 

Aua (B) fdgt munnehr a—(M+l) 

Aofifiba. 1. Ba glfat 00 " «bua Komn 4 Onlaniif zott datn Doppdpaidd^ 
oo^mltaudTpMoo^niltihelDo ppdp aa M a n . Db 0 iuK£hdtd«EamB 4 QrSp 
naai ntt doua odar aud D oppa ban ktan IM btaAaaQidi dla du Kimn ndt 
dxol DoppdpunktMi urlillt ln aed imdulblt TdhumilgMUildlu von dar 
gidnhai Dluiwa i nn 11, 


Ba zoflge aom SchbB eb amr iehr apedeDea, abdr doch oft nfitaUafaca 
Krltarlc m fBr Xrrediidbnftlt ebar KareqioiidBna.acieihnt derdoo. 

Lemma. Dk GkMmii§m aber Kormpo n üm ft Mdjfiw mfjdlm im 
im im » aBab, iU dm krdkmf bU Ürm mm i^ fdUgkäi M 
it Hi dtrm t mi CHri ob mu m im » md y,ikUmmri»itmydiiimi lm m»r 
im mlimRmitMmik ämj t im PmMmwfmM iiHm Nii m m t SmmNg 
•0» bMMr imdbm Dimmuhm 8 tmrimm, ' Bim nkka Konmpomimm 
üt br wbibrf. 

Bewela. Eb angemebee FnnVtignar (|, ly) der Korre^xjDdena «lid 
■Cni ^wnfWmafWi «ir iiaHtMn ! { ■)! eb oBgeaieiner Ponkt yoa M und 9 id 
der Sdmfttpnnkt dee hneazen PpTimw mb 8 aflgemelneb Hyper- 

ebeooi haben nun m aelgen, daB Jadee Pur (4^ y) der 

Kone^nndana ebe zdaftamtrene SpedalUenmg von (8,17) kt El ui 
alu iigend hooiogene RalaUnn F({fi7)v0 gegeben; «lr*1iaben 
m id^, dafi auch gilt; 
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\Vtr legen dnreh den Ponkt y eben&Ui b HypereboDeD 
die Ng genau ln dem dnen Punkt y mhneWm. An den in y Uneerun 
delchuiigen der K aire^wn rien» and den GMchnngen der Hypoebeaen 

. . .V kann man die KoordlnatenvexUltnine von y in Detenninantixi' 
fonn enodmai: 

(®) yi : »i : • * ■ : y. - ^•(*.») i ^(«.») : * * * : 

Da fllr den qwilellen Punkt s und die epedeUen Hyperebeoen * d|c 
Delarmiuanten . . .. D. nicht alle Null sind, aind de auch Ar den 

allgomelnen Punkt ^ von M und die allgemeinen Hyperebeoen « 
nicht alle Null Somit gilt die Determlnanbnandflaung dea linoonm 
GiaidinngmyaUnia auch dann, nenn die x und v durch £ und « eiaolzt 
weiden: 


C 7 ) 

Aua »0 folgt nun wegen ( 7 ) 

J'(fcD,({,«))-0, 
al», d> f dn lUgmefaisr Fookt Too U tat, 

P(s.D,(s,w)) — 0 

und we it er nach Eiaetsuig der Unborti mm tan h durch v 

Fr»,D,(»,.))-0 

oder vegaa (0) 

^(*.y)-o. 

Somit iat ein aDgnmefnra Pur der Ko mdp o nriena und dkno 
irredmJbd. 

I 84a DurohechnlttB von aii ji im i iJfiiwi Unearan 

Riuinen und mit alifeoiainen Hyperflicheii. ' 

Satal. Der D wrela fl i k rfff ahur i mimiUm e ümmM o mtmi Mrnmij 
ixUigbtÜ M {ß> 0 ) mU ehur ei/|a w iei«w i Byp tnbm s (we)»0 id äm 
leMe aM» Kdrpm imiuwibit MmmiilättiilhM wn dtr 

Dinmaitm e— 1. 

Bewela Ordnet man den Punkten x dar ifnnTiigMriflfaat a dio 
durah X gehendoi Hyperriianen y an, eo echllt man eine algebiaiacho 
Komqxmdani 0. Die Gleifdnnigen der «iTid Hl» 

(Heicfanngai von M und die Qeiclinng (ey)w0. die aiiadrflcfct, dafi x 
ln der Hypecehene y liegt Nach dam Lemma von { S8 ist 0 iczednilbol 
und wird ein aDgemeinea Paar (f , i^) von 0 echalten. ind^n man dnnli 
eben angemeinen Punkt f von die aOganeliiite Hyperebene 17 legt 
Du Priudp der KnwtantwMihliing ergibt wenn c und d die bei Karre- 
ipondomn flbUdie Bedentung haben: 

(1) « + (»— 1) — e + d. 
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Da dis doreh dan aUflmiiflfaien Punkt s gekgto ollganafaifl Hyporebfloe u 
dum imltAi buUebdgmi, ebar feiteD P^t der Minnlgüritigkrit M 
nfefat ootliBltBn wird, ao lat Ihr Doirhachnltt mit dw tfaimljgfiiltltfcBÜ: kt 
bOchatflna (a— Ij-dlmmMiniwl. Dahar lat d ^ a-'l. Aoa (1) xmn 
a 2s Mk al*9 l>t dla ff dar ganinta duale Rom (die 

Geaanthelt aller Hyperebcsian dea Ranniea SJ. Weiter eiglbt iddi, 
da6 b der Ungialchnng nur daa GlaicfaheltaBBkhaa falten 

kann« da aooat 0 > # folgen wftida, waa tminflgtich lat Alao entijpckht 
einer oUgemoliien Hyperebene « In der Ko r reapoDdepa eine relativ 
sim KUrpor fO irreduible IfannlgftJtlgkBit von Punkten a 

von der Dhnwialon a«l. 

Genan ao b ew iia t man allgemeiner: 

Sati 9. Der elaar ifnätuiblM MdinuuMioiudMi 

IktUaijktUM (a>0) mU dnw tn §mt in m ByptrfUkkiffmGnimid di» 
fMim nm KUrftr itr im BypmfM» imMtU Mmmii- 

/a ftf fjm am der D w i e m to ii a^l. 

Wendet mmn dloaen Satx a-mol nariielnandar an, ao folgt: 

Sati8. Der Du n katlm iU dum k rt iuä b isn mü mm don tim Mmmij- 
JälHgktii mil a a ff gaw eliiei i Hypmflichm am MieMgoa firedaoUea id 
tfn Sydm am endllek aielea koe^iigiirlM Pmk lfl . 

Inabeeondera: 

Satii. Bin ti U k mdnt r Umarm TtOmm am 5^ u ka did 
dm intim i h i p a Umm d o nd t Mami^dUikUi h£ in tniUek aide» kam 
‘fagUrim JPmik l e « . — Die Armbl dleeer Schnlttponkta helBt der Grai 
von M. 

' Men 1"^"" dleaon lotsten Sats anch direkt bewebeni I n dem m a n 
dlo K u nee p ODdens betrachtoti dlo jedem Ponkte von kl aQe durch 
dhM Ponkt gebenden Rlrnne S^.s-soardnet. Bb allgemeinea Paar 
dint *** K oi Trap o"*bOT« orliftlt nujii wenn man durch eilten aUgemiinen 
Pnnkt i von M 'den aUgemebaten Raum if von der Dbienalon 
legii etwa Indem man i mit »~e angemeben Pu nkten dea Ra nme a 
verbbdeL Wb Im Bevoli doa Lemmaa’von |88 ledgt ddi, da0 alb 
Paare (ö; y) dar Konea p o nd e n s le btlnn e tT Wie S pw d nll ai wm ngen von (fiij) 
■inH- (Bd Bointsang der pLOcnachen Koordinaten von if kann man 
■Oger direkt doi Lemma amrenden.) Danni folgt db Irridndfallitlt dfl 
Xomqmndeos. Ainrandnng dea Prtnil^ der Kanatantamlbhing ergibt 
dann leicht den Sats db 

SatiS. Biiu » M m mtnä » UmmltlMflMiH» S^kümit tinm 
nOtmtrinm Uumrm TtOmm S, Mm PmMt tmänrn. loUd 

n + m<n iaL 

Bewela BbaIlgernaberlbBarvRanm5«vrltddnrch»^a»«e+k 
allgemdne Ibeare GUcdnmgen g^gebttL e dto Gl^stamgen deflnbren 
Mkch dom vorigen Sab endlich vlobkriijuglarte Punkte. XHeoagoiflgaa 
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abor nldit doi hinnikiMTiiiiBndflQ k GWchangan, denm KoedSjdootai 
iWQfl, Ton den vorigen uxubhAnglge Unbeathnmte dnd. 

■Ana Sati 6 folgt ob wkbHgor Soti über Kc r rae pon dapim; 

Sati 6. riiMM tffl gwwi faw i PwM i$r j/Tad wuWw 
M iu ritm Karmpofdmä B «Am b-Hmmtaitmäls 
um BÜdpmüdm M^pri^ w mttaprieki j9d§m «AuabMW Pm M ww M 
«Am winimitm > dwi«Mriomrfa 'MMNAg/dWfJtaA aoff BHA fmu l Um . 

Beweli. Die BfldniaxinlgfUtlQ^Dit von M mflga ednom prajricttvon 
Baum 5. angehOtoi. Nimmt man an dm Glflkbnngon dar Korre^ondona 
noch ft allgemeine lineare Oekfanngen fflr dm BOdponkt hinan, m 
antatelit eine neue Korreqnndma, in «eldier einem allgemolnm Punkt 
von M farnner nodi mlndotena eb Blldpankt sngeordnet kt. Bin alt 
gemeiner Punkt von M gebflrt alao anr Urmannlglaltl^Blt dteaer nanon 
Korraqxmdena. Ako gebflrm alle Pnnkta von Af in dlemr Unnannlg- 
hltlgkeit, d. b. Jedmi Punkt von M lat auch ln der neum Komapondanx 
ndodeataoa ein Blldpankt aogeordnet Daa heiBt wledennn, daß dlo 
BÜdmanirigfaltighelt elnea Jedm Ponktea von Af ln dar nnprBnglkhen 
KoxTeapoDdanxxnlt efaiam allgemalnmllnearanTeDnuira Ss^tmindeBtcnH 
rinm Pmdct gemeinanm hat. Die Dimanrion dtoam TUldrmmM nnifl 
alm ndndeatana ft betragen. (Unter Dtmeorinn kt hlor bei aorfiriUmdm 
MaxmigfalHgfcflftm die Hflchatdlmenakm an veratehon.) 

Wenn die TMMTnanirigfairigfcwit okiit einem pnjektlvan, aondom 
-efaum mebrkfhrpn^eikttven Kanme angebflrt (Mannlgtaltlglnit von 
Pnnktepaajm, Pnnkttrlprin, . . .), ao braocht man nur mehrladH 
projektlvm Banm ln ebim pnijekttvm elnanbettm (|4), um dm alt 
g BiiMümeu Fall anf dm dm anhon erledigten, prpjektlvoa Fhll xorflck* 
mfflhxen. 

Non bann aoch veraochm, die fia>«f 1—^ fMn— i ParagrapheD 
anf mebrkch projektive Rtnma an flbertragm. Jo&rii nrloldm ab 
d a be i gwlegfiitlirh Annahmm. Sata 1 a. B. heißt fan mehciub^in}» 
Jektlvm Fan oo: Dir Jh/hMmtä ätm ifra^Naa ikOmmwionäm 
AfMN^aUfM eo» (a.)i) mU «Amt afl^ew Wfu e Hypm- 

4aM («a)-0 in JhSmmn id «Am friaik ihm Körpn 
AradmOk Af amrf g /aW gft aA om iw Dimnutim a ~1, MtgtHoimisn Al 
im P^igfiiU VwkgMm iw »Xowi im tm in OlißmAim Pmkt»^ 
paam won M Koaänis aM, k ma ia ftiwi PaU iw D u re k teiHtt U law iai. 

Satx S gUt fan aweUarii projektlvm Fan nnr danp aoanabnnkM, 
vrmn die Gleichung ()er betrachtetm Hyperflflche efaun poaltivm Gnd 
aonohl ln dm a ak ln dm- y hot. Die AnaAUming Im alnielnm mflgo 
dam Lemr fiberlaaKa Uefben. 

Anf p fc a. 1. MH HSli te Batam 8 arigi mui W«m ofan XamKiaidaM B 
kdm Foakte m «taue Imhttlblai Unmaalgfahlglagt M Imdaribk BU- 
— iml i fl i Uk lMll lfg «a nrtli iaC; dk ImnMr' dkmlla ^ n W B 

tnvfaldML'' ^ m» m 
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Auch ln der LlnlongeanietTle gelten AnilogE sn den SHtenn 1—4. 
Be gibt im Rnom nach | 88 (Belqdel 8) oa4 Geraden, Eine rein 
dreldfanenekioale GeradnnmannltfalHglrolt nennt man einen CmKitn 
elno ndn swddimaiuialo eine GerarfiaiWiHgraewt, eine rein 
efaidfanenalanale eine Eigabdbef. Ult denelben Methnde, mit der vir 
oben den Sota 1 bewleeoa habeni nlgt man mm: 

Ein <rf rf in rfU ar G§ ni » Mk i f m / i l $ x M mU dnm aBjtmsintn (dnrcfa 
einen aligemolnen Pimkt beatimmten) Gtmdaiulam ob^ C i aim f nai rf a faai, 
Sia ainan {fMfn) ürr a d nfiUaa h i U a n: ian diaua 

PtttdUaa, Mii aham aUpmai nm (durch elno oUgonüne Ebene be< 
a ÜmmlBu ) Garadanfdd ktU dar Kmnftas aflM/eUi oo^ Caradan ga w a/a aei w, 
dia atm iaradmtbia dnada Knraa in dar Bhaita Man: dia KompUsintraa 
dar Ehana, Dar Grad daa Kn m f i l t r kat d t und dia Kiaasa dar KompU x hnna 
aittd -baida gMk dar AnaaJd dar GarmUn, dia dar Kampias mü ainam 
aüj aM a tna H GaradaiMaekd gan niu aa m hat Dloae Zahl belflt der Grad 
des Komplena. 

Etvu koinpUaiertor liegt die Sache fOr elno Soogrnena. 

Sina ir ra dnai i l a GaradankoHpwaa kal mÜ ainam aO ga main an Garadan- 
alam andUak aiaia Garadan gnn d naami a n a g momma n in dam ‘Pdl, daß 
dia Kot^naHa imr ana ainigan ( a lgaira i aab koi^ngiarian) Garadanfatdarn 
b a a t a ki, Ä» vWfJfcaHi Fall aia mil ainam ^Igamainan Garadanalam fMMfUfih 
HkkiM g mäu w am ImL Dtul iäm to dU Konpuma mil ^inm 

indamPadl. 

daß aia mir ana ainigan (konfnglarian) G a rad a H t h ma a ha d ak t . Die Zahl 
doBT Geraden, die die Eongrooni mit olneiiT aUgemolnen Gondenateni 
bav. Gendenlhld geowlnKm hat, belflt dar B Ond a i ffa d biw. Paldpad 
der Konginaix. 

Bevela. Wir bilden eine ■igrfwWbw Kocraqxnidens, indon vir 
joder Geraden der gegebenen irredodUah Kongnieni alle ihre Fonkta 
nocdnen. Kadi dam Lemma vtm j 88 lat die Korre^yindiini IrredmdbeL 
Wolter lat 0^1, Am 1, alao fl* Db die Büdmannlgfaltlg- 

ksit (die Geaamtbdt aller Pmikte aller Geraden der Koogrnana) mln-< 
daatMM svekUmanatoDal aoln mufl, aind nor nrd'FlUe mflgUch: 

1. r-9. d.l; 

fl. a-a. d-U. 

Wir haben nor noch sn kelgm, dafl fan Fbll 1. dlp Kpp g n iens nur 
oni endUeh vielen (kor^nglarten) Geradenfeldern beateht. Im Fdl 1 lat 
d^li d. h. wenn man aä ebier aflglBneinen Kengnunagenden einen 
nTl g w miJiMn Punkt vflhlti ao geben dmeh Funkt gleich eo^ Kon* 
gnienartrablon. Wir dwiimn nna die Xongnieas in a b e ohrt irre dna i hln 
Kongniensan leriogt; vir haben dann so bordaen, dafl eine aolehe 
abaohit imdnilble Kongraena ein ebenea Feld irt. 

lat g olne allgerndne ICongniaDsgerada, ab bQden die, Geraden der 
Koigniens, die g achneiden, eine al gBjr i l ac hB Ta flm a n n lgl al ri g kd t dv 

10 * 
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Kflgig matML Die Dhnarainn dlenr Tjrftmaiinljfpififlirfdt iit aber ^eldi 
der der Keogmaei^ namHeh nnal; dmn durch jodea Punkt 
dar Genden gehen oo^ Geraden der Teflmannighltii^t. Da mm die 
Kongmeos aheolnt Inreduilbd war, lat ile mit der TeümannlgftJtlflMt 
Idaatiadu Wir adien akn, dafi eine allgenieinA Gerade der Kongnieni 
von allm Geraden der Kongmena geadmltten wird. 

Ea aelBn mm g mul h iwd allgenielne Geraden der Kongnteni. Da 
ale ddi adinelden, beatimmen de eine Ebene. TOna dritte, mmhhingij 
von g imd k geiÄhlte aUgemeine Gerade l der Kongmena achnoldot 
•ownhl g wie h, gdit aber nlofat dmch den Sdinlttponkt von g und M 
(denn durch dleaen Sdudttpunkt gehen mir ao^ Kangmeoagaradsn), 
Alao Hegt 1 in der durch g imd k bmtimmten Ebene. Alle Kangnien»> 
geraden gehen dmch rdatlanatiene Speatallrinrong ana ( hervor; mithin 
liegen da alle in der efaun Ebene. Die geaamte Kongmena bt aomlt in 
einem ebenen Fidd enthalten, alao wegen dar DfaneDMbmiglaidibdt mit 

Ihm MwnHarii, 

I SS. Die 87 Geraden auf einer PULobe dritten Gradea. 

Ala Anwendmig dar Methoden dlema Kapitela unterandum wir dlo 
Frage, wieviel gerade linkn anf einer aUgemeinan Piftche f»-tea Gradea 
daa Ranrnra Sg liegen. 

Ea aeian ^ Ptflcmadiea Koordinaten einer Gornden nnd 
/(a)M0 db Glelcbmig einer Fliehe w-ten Gradea. Dann und nur dann 
liegt die Gamde anf der Fliehe, wenn der Schntttpnhkt der Geraden 
ndt einer beUablgen Ebene atata anf der Fliehe liegt. Die Koordi- 
naten dlmaa Sehnlttponktei dnd 

und die genchte Bedingung lat damnech durch 

a) 

Identlacfa ln danw*, gegeben. Dan kommt noch dlo PühucitBachaRolitlcii 

Die GMchnngen . ( 1 ) und (I) deflnlaren eine ilgebrilaohe Korre- 
^nndaua xwlachen den Goraden g elnaraelti und dun ale 
FUclian / andeiuiauitB. Die Irreduilbllitit tHnocr Korreapondoiia folgt 
ana dooi Loouna vm 1 88, denn die GlelcJumgen ( 1 ) alnd in den Kooffl« 
ilmteQ von / linear and heben Immer den gleldien w+1. (Sie 
drUdEon Ja ena, dafi die Flidhe / eine vorgegebene Gerede ootheltan aoll, 
und daan ganflgt eii dafi da «+1 veradiledene Ponkte der Gandon 
enthilt)' 

Die Geraden g btlden aina vierdfanendooele Dia 

FMchen / hOdan einen Renm 5ir von dar DimenalaD N, wann ^+1 
die Anxahl der Koefflitonten in dar GleLdrang elnar aügaindnan FUefaa 
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«»•ten Gndfli kt. Die Flichco, dk eliie gegoboDC Gerade g enthalten, 
hfldffi einen linearen TeQramn Ton der Dfanenkon («+ 1). Wenden 
alao anf nnaeie irrednalUe Korrea p o u dcna daa Prinaip der Kon- 
stantemAhhing an, ao folgt 

(8) 4 + iV-(» + l)-iy-Ä + S-c + d. 

Darin bedentat e dk Dfanenrinp d» BUd miwnigfnJti gfcdt, rf. h. Ata - ifpnTi <fl^ 
faldgkeit derjenigen FUdien /, dk flbertianpt Geraden enthalten, und 
jede aokfao Fliehe enthält ao^ Geraden §84, g), 

lat non «>8, ao folgt alao o<N, d.b. dtw efffrtwffaa 

Flädi$ ihim Gr^ {n>1Si $iitm kdiu GtMiut, Sa hkOMn die FUle 
8, 8, Übrig. Eine ElMDe cnthfilt beJatimtlkh oo*. ahM aügenieine 
qimdratkche Fliehe ob^ Geraden, in Überelnitlrainnng mit dar Fonnel (8). 
Im Fall «MiS wild ana (8) 

fl + d-JV. 

Weim wir nnn lelgan können, daBd^O lat, ao folgt d. h. dieBÜd- 

nmmiigfiütlgkolt iat der gerne Raum; jode Fliehe 8. Gradea enthllt 
Bcinlt mindoetana olno nnd fan allgomeiiien mir endlidi ririo Geraden. 

Wiia d > 0 , 80 würde daa hdBon, dafi jode Fliehe 8. Gradea, die über- 
bmqit Geraden anthllt, gli4rh nnoodllcfa viele, nimUch Geraden 
entült. Wenn wir alao ein dnalgaB Beiqiiel von einer knbkchen Fliehe 
geben kfimien, welche wohl Geraden anthllt, aber nnr andHch viele, 
80 nmfi d«-0 

Dkeee Beiqiiel lat mm lehdit gegeben. 'Wr betraditen rin« 
inidiB mit einem Doppelpunkt im TCnnrfUnflf^iifeiigqinnW» die 
Glekhmig dknr Flidie kntet 

+ /i(^> «I. - 0 

wobei /| und /• taflerframde Formen vom Grade 1 bsir. 8 arin mflgen. 

nnteranr^en lonichit, ob. riM Gerade drndi deii Anlugqnnkt 
auf der Fliehe liegt. Sotit man dk FanmoterdantaUnng dar Gsaden 

in dk FÜchttigkichnng ein, ao findet man dk Bedlngmigai 

DIobo beiden Gleldiangan ateQai dnan qnadnÜadiBQ und dm« knbl- 
adien Kogel ndt gamdnramer Kegolqilta dar. ndmwn ui, daB 
dJeae genau aecha vorarfiiailmn EnengaDde gemelnaun bata, wie ea hn 
allgomBinen ja anch doir Flall kt Ea gibt alao aqdia Geraden auf dor 
Flldie dnreh den Anfan^ponkt 

\lfir nntemclien Bodum, wolofao Geraden auf der FUcha Ikgoi, 
die nkbt dnzdi den Anfangspunkt 0 geben. Iat k eine aokdie Gerade, 

80 BChnekkt dlo Varbtod un ffebene von h mit dem AuEangqxmkt dk 
gOgebeno FUriie in einer Sinva 8. Ordnung, deren einer TkUandtefl dk 



IRO Vi AlfDbniKtio Korm|inailuiiim nwl llirr AammlunH. 

(lOiBdo k ht. wflhraKl dor nwkra I3i«tniKlti*ll. i*hi lii O Hnun 

Dofipdponkt hüben muQ, ola» ln xwnl (IvnulLii ilnrrh () xprOllll. |)kM‘ 
Geindoa m und müaon untar lion hotIm frflIiiT Kffiimlmuii diirrh 0 
gohaukn Gonulan vnrbmmioii ^). Um gibt Ifl milrJi» hum\ iiml JiNUm l*)uir 
boBÜnnnt duo Kbono, wdclio <Uo gcKalNUti IHllrlui iiuUrr In dU'wni Ihuir 
nur mx:fa in dnor Gonukm Klinuklot. Kh gibt Mmill (linrliHloiw) Jfl Ge- 
radfin A oirf dor inocho, dio nicht duirli O gelicn, Iiu^imtiit milliflU lUv 
IHAchc (hflchütiinii) (icnukm. 

Ihunlt fait liowionn: Km giH mtf Miner nUgjtmeinen KiSdte .7. (IrttieM 
enili^ niät Gtraien, tntd jtic npnMhKUldie tnlkittl winifMlenM eine MJehe. 

Wir wiillon nun dio Annhl dluHor liunuhni und Ilm* geKKiiwiltiKi* l-gffi« 
bontlmmon. unil swnr iildit nur fflr diu idlgiiiidiH! infli'lii* 9. (inukii^ 
flondorn fflr jodo InililHdu) inodiii lihmi l)iip]N*lpiinkle. 

Din Gloidiunff der in&cho niilKii laiibm: 

W /(*•.*!. + I ••• •». 

£■ gibt aii( dar IHächo JodimfnUii diie (ionidr /; wir wfllden dui 
KonnUnatomyitQni m, doB diiMo (lonidii dhi Glitli'liiiiigini 
oriiOlt. Wir vollou nun «inflcbiil iliojunlgcn (imideii iiiif dur L'lOnhu 
mchon. welche die Gondo / Hdinoidiin. Wir legMi xii dnii Xwirk diireh 
die Genuio / duo bdiohigu Kbono Hlr diu Ihiiiktu illwr 

Klxmu kflonon wir dnnn Mixen 

(ö) 

jedar Punkt ln clor JUxmu winl dnnn diindi dhi iKmuwniti KiNinlliuitim 
Xii Xi bentlroint. Der DnichMlinltt dor inibdiü mit di'r Klüme wild 
gefunden, indem man (A) ln (4) dmaiUl: 

(B) 

l)ioM In l, X|, X| liumogano Glddiung ntollt Hiie Kiinv 3. Gnuhi« dar. 
Iki die Gondo f*« 0 (oder nuf dtv infldiu ItoHti airflUlt dhi 

Kurve 8. Gfudai ln dio Gonulo /: i() iinil einen Ki*Ki'lMHinilt( demen 
Ghdchnng louton indge 

T)lo (rldchmig (7) winl om (0) gDhmdiHi diirrJi Alnpnlliiiig ikw Knkliini k 
Dio ffft dnd abo Ifomiun in i|, jl,, nml xwnr iat 

Iflll «n -b 

AU + + 


*) Hu Qbictagt iIbIi MAh dail ^ lad fi abhl ranBUBulKJfiai kflnoon. 
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Dunlt nnn dlo Bbmo aoBsr ds Goredoa l pHf-h abie Gfindo onthllt, 
nmB dar Kegahchiiltt MrfaUcn; die Badingnng dafür fat 


( 0 ) 


A 


*11 

•U «11 



Dia Detennfauntfi d lit auf Gmnd von (8) olno Bonn fl. Gfidoi ln 
j|« und üg. Wann de nicht Idaatlich v e rachwln det, lit (D) olno 
fl. Gndai für die Vortilltnla jlg : die olio fOnf Wofioln So 

findet man flbif Ebooan, daran Jede anflor der Ginden l noch nrel 
Gondon nüt der Flflche/HO gcmafaiBm boL Wir aalgon mm imtor dor 
VoranaeUang der Doppelpanktfreihelt da mdw: 

1. In Jeder Ebene dnd dlo drei Gonden wliUlcb Yoncfaiuidar vei^ 
■ciiieden; 

I. DleDotemiliuuited tat nicht Null, und Ihro fflnf Wuiaeln 

lind olle voneinander venchlBden. 


Beweta n 1, Wir nehmen an, dlo FUche hebe mit olnar Ebone « 
xwel anamimmifillfmde Gacadan f und eine «eitere Gerade k genwliiani. 

In jedem Fnnkt von g tat dann 0 die Tangentlalohmw der FUcfan; 
denn olle GexidoD In • durch olnan mlchon Fmkt P haben in P s«el 
luaammenMande Sofanlttpankto mit der FUdio. Wir legen nnn durch g 
Irgendeine andere Ebene e*. e' ochneldot die FUche onOer in g noch 
In ligendefaiem Kegetadmltt, der ndt f noch mlndertera einen Punkt 
gandumm hoben muB. yfli nmben einen nlcfaen Punkt wieder P. 
Jede Gerade dnrdi P ln e' hat ln P iwel BaunmanfiaHende Scfanlttpunkte 
mit der Fliehe, alao tat «' die TOngenttalebane der Fliehe ln P. Dleae 
El gnn e di a ft kam aber berdta der Ebone e n. Da ea ln jedem Punkt 
einer doppdponktfretan Fliehe nur efau Tkxigentlalebono geben kaim, 
ffilangon wir au olnom Wldot^inicb. 

Dewoli an 8. Anganomniai, : Jh «In Doppelwunöl der Glolcfaung 
B. Gradea; dann wihlen wir die augebfliige Ebene durch li 


Xu 

ali KoordlnatanebaDe Doi inr Ebene nbflrlgo Parameter- 

vnblltnta tat dannO: ICH« »OjiUnd'd «tra durch il|tollbv. Wlrwvden 
daiaoa ednan Widerspruch heilelten, und man wird ohne «dtma Beben, 
daB denelbe Wldenpmcb aneb eiiftrltt, wenn d Idoittach Null tat, 
Dia Ebene «ihO hot nach dem mbon D ewtamnen drei veraebtadeno 
Geraden ndt der FlAche/wOgemeloBm. Wir beben hierbei awel FIUo 
au nnteradhaldea: 

a) die diel Gonden bUden efai Dreieck; 

b) de geben dnicfa elnea Punkt 

Im FbU a) wflhien wir daa Dreieck der drei Geraden ata Koordinaten- 
dndecfc ln der' Ebene SimO, Im Fidl b) nl der Scfanlttpimkt der drei 



102 


V. Alfflmhohp KamR|innilMaoa vml ihre AinPMdtiiig, 


Goradan Eckpunkt cl« KwinlliinlomlniiodDi. Dur Scbnittpttiikt der 
hdden yon l vcnehlodoDcn (ienulon hdOo lii liuhlcii FBUon {,„ Piill 
ht X}-(0. 1.0.0). hn Ihn b) iicl D i(0, 0.1.0). Jodaiiialb lit ein 
Doppelpankt cks KoKulidinllleii (7), ilumni Kiwfflikmtenmatrlx nach 00 
fOr n 0 duich 


^111 


i^iia 


«jit 

| 0 iu 

l«i]i 


^IM 


HOKobon bt In dlaaur tfatrix mOrnen, «ln I) Duiiiwlponkt lat. Im IUI a) 
(tto (Kitfl Zdlo nnd Siullo, Im Ikill b) (Uii xwHln Xcih und Spalte vor- 
nchwindon: 


b) 

Um non «Uo BodhifliinK. doO A cbircli ^ Idllnr lat, sum Aufdruck 
an farlngan, onlwkfccln wir A fCHdchiinff (0)] Im lUl a) ^ onten, 
bn Fkn b) nach der nvulton ?SqUo. Im Kall n) alnd dio ISlfamnto der 
onten Zofla and Spolto durch 1« tolllmr, dlo (illodor mit n,. und a.. 
abo dnreh ül toHlMr. Ab» muH ancli daa (illod 



H» 


durch jl| trilbar wrin. Dur xwulto Koktnr bt >|*0 fflr ^mQ, da nmi 
db bddon Ganden, ln dlo der Koßcbchiiltt (7) aurJIlllt. «■oimxxiifallon 
inflOtm. wna noch 1. unmfiRlIab to. Ah» mnU «i, diiich il| toUbar Min, 
d. h. OB moO kId 


^11 » 0 . 

Ebonao muO Im Kall b) an dmcli tuQhnr aolii. womoa uhu 


^11 0 

orhflU. Waltargilt ln Jotlom Kkll Cin'^^fkia* '0. da. dlo GÖado ji|«*0 
9U1I auf dar Fllcba liegt. Somit fchinn Im Kbll n) In dor Gleidiuns der 
Fbeho db Glbdor mit 


af. af«!. 

and Im Ihül b) db Glbdor mit 

4 |ai. 4xi, 4 . 

Oaa badontot aber, daB dor Punkt D ln heddon iOUlon ein Doppolponkt 
dar K ladifl bt Da nun db IHicfaa ab dfmpal|mnktlhd yDraufgoaebt 
wnida, ao fObrt db Annalmw, daO A dnicli bt. an einem Wlder- 

qimah. Damit bt db Bohaiiptang bowbnon. 

Wir aabon abo, daO ca durch Jode Gontb der KlBche ganaa fOof 
Ebmn gibt, db Jo iwd wotton Gandon dar inscho onChalten. FolgHcfa 
9lriitüGttaüäwFiidi$9MaA^w$iitrMGtnäMderPktoh0 g m k ii ah^ 


1 80 . Dia raumlDfltai Vm äatr MunlifiUlglMlt M. 
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El oel X ofaio Ebmie, dlo dlo FMcho in dnl Gcnden /, », i» aduiddsL 
Jodo wolloro Gondo f dnr Flidio idmeldot die Ebene x ln wiimm 
Pmfct 5, der lowohl onf der PUdie.ili udi ln der Ebene x Heft, 
denm Schnlttkorve und aomlt einer der drd Gerate /. m, x angdUlrt 
SUum nnn nicht etwa onf i and » gkddiiettlg ten ten gfaign 
5 dnd nicht fax elnar Ebene gdogenen TOngentoi 1, «i, f, and 5 
wftreolnDoi^e^iankt der Fliehe. Alle von /,iisxvendiledBnen Gerate 
der Fliehe ■e hmrite ahn gOMpelno der Geroden ;,n,x. EigOrtinfier 
w und u noch acht Gereden, die l dienK) acht, die m, acht, 

die w ac hneldio L Nünmt nun n dleren M Gereden noch L m « 
hhi«i, H orhUt min 17 Gmdoi. Alm; «m * 

Eint ioppdpmMiTtU FIUu t-Or immi in S, mHM piim Et wtr- 

t r k i t i m u Gerate 

Dien 17 Geroden, von denen Jede dnrdi 10 andere grecfanlttai wird, 
bOden efaio lelhr interereante Konllgnratiani Über die anifledehnte 
Litomtnr eadeUert^). 

I 86. Die ragaordneta Form ahier Uoxmlgfaltlckelt tf. 

Wir haben fai |7 gehimt, die Unqarea TaOitinne ehiee S. 

doidi ihre PLOemarhen Eooedinaten in ^fir werden nnn 

fax dendben Wehe mm* beUeUga nhx r^dfaneodonala Ifumlgbltlf- 
kdten JhT fax 5^ dnreh Koordinaten damiteOan lacnen. 

Wir am ba rtau mH den Ti iiTLHtii«i «x«p^x*w ifannl gfairighrf 
an. Eine nnHdfaneDrtonala faredoilbla Ummlgtaltl^ceH lat ein Sy a lan 
VOX endHch vielen kn nju glnrten Fnnkten 

^ /i» • • • I • 

Dabei kamx etwa anfenoomien weite. Sind nnn«|,ai,..,,«^ 
Unbeatfanrnta, ao lit die Grdfla 

A#i— i«» 

aJgebcaheh Ober aho NuUrtoIle ofaiea faredrundm Foly- 

xmma /(aj mit Koefflrtentan ana KfXi, . . aj. Die flfarifen Nnürtellen 
dloma Pc^nonu rtnd die in ^ hoajaflertsx GrOflen 

alao gilt dla FOktnrvohigniig 


*) aua A. Hr ai mao a: Hw 


Bb« Dpen Um ooUd Ciiii- 


brMgi TMoti Bd. 18 a*!!)- 
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Somit Irt /(n^ gu» nüooal ln «g wir kflonon daher achniUion 

Ifii ■ • 

Da /(hJ all Polynom ln «i Irradmlbfll war und da /^(Mi.U] «.) 

fadnoa VQo alMn abhBnglgan Faktor emthUt, ao lit 

F(ifB,ifii . . ., afaw Imdmlble Fonn ä Nt« . . .. mit KooftUantsn 
oni K. Dlom holBt die m i p or iu t l ß Form dea PankleayatoiDH. Mit der 
■ bekannffn AUdbsmg 

Mnnm wir alao •rhrrAhm 
(1) 

T whrtJhiw imildiinfloalaiiBle beatoht oua wr- 

acUedanon Syatemm wm brnjoghrten Pnnktoo. Untor dor mgaordnotm 
Fonn dar mdiuJhlen MamilgUtl^nlt ventehon wir nun doi Produkt 
der logeoidnatei Fomiai dv dnadnon Syatemo konjuglortor Pnnkto; 

Man kann auch die obualnai Syatome konjuglartor Punkto mit wDl- 
idirtidim podtlvan VIeUacbhelten (k-voraehai und daa Prednkt 

ab iganTdnate Fonn dea ndt Vlelfachhrftan bohaftoton Punkb^yateim 
hMririman Die Fonn F[h) hat fanzner wieder die Goatalt (1) und bo- 
athnmt die irmdiwlMnr Punktayatame aamt IhnmVlMfBclihelten dhdautlg. 

Ba ael mm Izgeodebe Fonn F(«|. «ii • • 'f ^ vom Grado g gilben. 
Wir woDan <fle Bed in g un g dafftr anhüllen, dafl dkm Form angeoednotQ 
Fbrm slnef «tiiMimiwirinnaUfn MannlgfaltlgkBlt bt. Duiu lat oQonbar 
not^rnndlg und hfanrlrhead, dafi dk Form gana ln linoarHaktonn 
mrOnt: 

Vofglflkht man ln ^ Unka und reebta die KoefOidantan ontqnofaonder 
PotflD^vodnkte von ff|i . . fl», ao erhllt man Bodlngungon 

(*) #). 

Wf fliiio honogBoa Fonn ln jador Bfamlnan KooidlnEtsnnlhn i liL 

Oüninntkii von q nni (I) nglbt dtn ln dnn p haougsonn ffloIcbQnnBD 

Die Badlngim^n fflr die LOabeikelt dkaea Gkriefanngmyatoma wonk ü 

PMh 1 16 durch Nnnastaan dea RaanltantflM yate ma iw o h • • »i ^ 
geAmdan, Hiui erhllt oo ehi homogenea dekbungmyiteni 
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I ai. Die nieofdeeta Ara «fara M. 

dflMm KrfflUtiokn notwoodig und dafOr lat, die Fonn F 

mit dem KooffUeotm eini* sogaordiifltB Fonn iit. 

0^ inadnilhla f-dtmtDikBiBlfl Muimlg fairi gfaJ» jf 

V^lr achlKlidSL mit Itl1 gimiidii#i ItneorBn TTnfir Mtm 

Durcbschnltt vm r aUgemefaimi Hyperaboiea Jeiki 

Syinltol u ataht ako fttr dna Rdhe von *+1 Unbeatlmizttfln i„4i. 

. . . , fl». DIo Schnlttpankta ^ aind aoatnaDdar konjugiert Uber 

x(fr, . . .j w). Bio n^oednetfi Form dieeea FnnktrataiiB iat daa 
Prodnkt 

wobei ff oiiio neue Reflin von Unbeatlznmten «ti4if...tfL bedontoL 
Slo tat gona mtifaial ln « nnd ntlanal in den M»«** TTlQn ata 

clnitdi ifwltipinteiliwi mit JEtalynom in diw 4i • • «i w ga^*« zatioDal 
und prtiuttiv ln bemg auf dta 4,.... m. b ecUlt man ein in aOen Un- 
bontlmmtfin «j . . « gani nttanataa und imdnditaa Foiynam 

(Ö) 

clta ai^fflofdaata Form dar IfannigtalH^OBit M, Ihr Gnd ln # tat ^ekh 
dcan Grad g dar jg, 

Uatatklv, defl raal vageddetWMi Irrediwfhlü VTmlgfaWgfc«!«^ nMrt 

dtasolbo sugeoidnata Form haben können. Dem man kaxendmeh Faktor- 

■cnlcigimg nach aia dar aogaofdnatai Form eben allgemBÜiBn Pnnkt ^ 
der MiBTiTtlgMrigfcwf f Af afaalteOf nod dnirfi eH yimtrum Punkt 
iat dio Maimigiaitt^DBlt if tartgetagt; Pta ngeordnate FoimF beaümmt 
deouiadi dla Mannigfialtigkeit M ebdentig, md die KnefftaiwilB n ran F 
kflnnon ola KoorUwoiM iw Mmmig/M^ioU genonnnaii imdan. 
BeiopleL M aal eine Gatide, heaHmmt durch dia Punkte y und a. 

Wir fadiralben u ond v atatt » und i. Der Sdbnlttpunkt dar Gaiadan 
mit der Hyperobaoe jf « v wird ani 

(•. +^*) -0 

gofundim. Bine TiOging dienr Gtakliimg htadt 

a,-— (»y)- 

Dor Schnlttpiuikt tat atao 

^-(fa)y-{i)^f. 
dla ngDOrdoota TJnearfam 

i^(«. ^ •) - M (y»)-(*y) M 


108 V. A^ibnlidie KcnvRiJfndeuDa nml Ibra AmmNltiBR. 

DId Koofflikmtsn diiaor Fonn dnci cUo l^LOcKiuachun Ktionllniitm 

nfkf^yfMt—ytSf. 

1. Iit Jtf oiB Ifamnir TeOnuun .S*,, m riml itte Kuefflrimliin t\n 
ngmxiaatm Iftm die IbJ cra M U hai KannllaRiOB v« ü. 

1. Irt if ilne Hypscftiiba / m 0. an oBMrtat illii nHBanliwU F^inn F vtm Jlf 
ua dv Fbnn /, iakn man illo VoitndQrikticii «g in / ilnrefa illn »•ivlhiflni 

UataniliaBta dar Uatriv s — ] ; . . .. h) mit doa QlibuhuB 

■bvoohmiiiilaa Vnaicfain mtifc. 


liin kann (Uo ugocirdnoto Ftm auch undm daflnionm. Wir liUden 
dofl KofToa pon doDa iwlacban don Ihniktcn y vun M (dnocanltH mul 

dm Rdhm voa r+1 durch ido golioodon llyporolioncn PfV, ...,v 
andoreradta. Ulo Gldchnngmi der Korra^pondma drllcktm oiu, cluB y 

lu M gobfirt und daB v, p, . . v dzudi y ftdifln. Ein nllflDnwbicM IMnr 
dor Kon mp o ndiMi a mhilt man« Indoni nun y dnrdi dnon ullgomiHnm 

0 1 r 

Punkt f von If und p. p. . . p durch r+1 aligomdnu« j anthallcndo 
Hyponbrnoo v, w. . . .. v onotat. DIo Konuapondona Im ulm IrrodnallHl. 
In dar Funnd 

a + 5 H 0 + di 

(Uo daa Prinaip ötst Kooatantonifihlinig anadrOckt, fad 


ako 


• mmf 

o«iO 

d"(r+ 1)#— 1. 


Somit lat die BOdnaumlgfaltlghBlt dar Kanoipondona dnu llyinriUrhii 

^ (r+l)-iiBi]h pnloktivim Kaum dor Hyporebonoii p, p p. Ep ulbt 

alao dno ofaialgB Imdiudble Glokhung 

fO ii(5fi....p)'-«f 

dann B(atah(m notivoQdl||>und hlonlflhQQd dufflr lat, daU dio KyiHV- 
oboDon p, p, , . p ofaum Punkt mit M gonwlnMm linlion. 

Nimmt man fflr p p ln (7) aUgoneiiio Hyiiordbeixui «r, . . u. 

dio bl f Punkton ^ adinokhm« iO wird ^ (*i m. . . •( n) dann 
und nur dann NuD, wnnn ofauir der Unoarfisktonm (yp) hO wlnl: niaii 
lat i^(«, «t • t . 1 «) durah du Pndnkt dor Llnurfonncn (y »), (L li. dnrcli 

dio frtUur dofinlarte aogBoednoto Form F(S, lunhar, l>i 1% 
aber itradnatbd lat, m lolgt 




ttiMt dar 


i IT, Die Gmb 


■vpandnaläi Rnea ■no' jf, 


d. h. die Fonn Irt goun dla ngoonlneta Fonn ds MumlgUHg- 
kait 

Au dienr nnim Dolbitka der xageocdnetanFoim lo^ 

in ihr glalchbarachtlgt abd, dne wichtige Eigeuchaft: 

DU rnttnrinäsForm F{u) id kMMgm mm GrmU g nU4 mr Ut 

aUgddbäVtrtmmkmitmnUtmd 
Mwd k hU mif dumt Faktor t» aUk tUm. 

Wir gohoQ ntm in doa rertnrihlmi, rein fMUnn^melai lUimlg^ 
laltigkritan über. Dlo ngaoidxiete Form eiiiar •Mtmn ^Hzd deflnifft 
als dM Produkt der ngBardneten Ftannen ihrer bredndblm TWtmA . 
toHBf mit beUobig w ihlh a ro n guacn podlivn ^ ^eradien: 

( 8 ) 

Sind bt • • * 1 1« die Gndahlen der krednilfalai ao igt dar 

Gnd der Gomitforni F fax Jeder efaudnen Vat feifiurfirfugiriiiTm 
gleich 

Sie ugeaidnete Form F borthmnt die MmmtgfiBiHg hrft |f nwle die 
VleUeefahelten Qt ihrer InedniiUen Bertandtelle rfnAwrig . Weiter gQt: 

DU BaHn gtmgP{S, t, . . e) ^0 a e i Um iit tweg kfmd e kmä iajkr, 

äUtfi irgmtd r H yp a n b anm v, v, . . ., j akm Paukt M gmaaitmm kahm. 

DiB dlenr Seti für liradndble üMmlg MfiflWfMi aahan nir 
oben idiaD. Vensflge der Fektozndegnng (B) flberülgt er ridi eher 
ohne wui turne anf ««wfannnAi MBnnlg&ültl^DBltäL 

A afgih a ii i I. Wad fg,^0 6Sa OletahmipB ttaar hndadfalaa 
koltJf aad niiiiat men n 6m VanamfßiA eeeh diar + 1 UamtfixnMa (a #), 

(«1 jr)t Uim and faOdat m allMi dimni VtxmoD. daa BiMiHaniMgyiNni, 
ao iifcdwgrilme gwiMlnwnioTiüy dl— dnaW—dwag- 
g pB iada a tM Fbm Fiv)> 

4. Wla kebat der aitaquiBhula Bata fttr aarkHirta M a iiiil g hlü gfc kt« ? 


I 87« Die finwmtlinlt der lugaordnetao Formen 

■Mair Wawwl^altlgfadfcfi Jf. 

Wir fngOD lODAcbit: Wie men die GkdchmigBa eiiiei* Maimlg- 
felti^ceit Af, w enn Ihpe nigeordnete Form F(e) gegeboi kt? 

Wann efai Punkt y auf If liegt, m -werdeo f +1 beliebige d^ch y 

gpelogte Hyperebanon v. • • . . v Immiir einen Punkt mit M gsneinHm 
lieben. Gehdrt ebor y i^t n kf. ■) l«™ man dnndi y Immer aolche 

Hypenibenea S, . . «i p legen« die anf M hrin e n gmefaMamen Punkt 

linbon. Man wUde nimlldi f ao, da6 de ana tf nur eine Maxmlgkltlg- 
kdt vmi der DlmeralQn f— 1 atiTlmaldiit. und wende ptdhUndlge 
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V. Algrfwfcr*! Konnpaadaun und Ihre Aimdng. 


Tiv ^ktinn noch f u, da IQr r««ü dk» Bohaaptiuig klar litt BUthin 
gehflrt y dann und mir dmm la 3i, w a nn f +1 hoHoldgo durch y |fn- 

legte Hyporrixoan atoti dk) Bedlngong (», f, . . . , v) »0 crfflUon. 

Wn» beUcUga dnicfa y gahondB Hyporeboiia orhAlt man am hc> 
qoQmatan da NnDabano von y In bosig anf oln bdloUKca Nnlhyalcm 
(daa aodi adn darf): 

wir Bchrdbon dafftr km 

* — Sy. 

Sind atao %ii lantor Unboatlinmto mit mal aiiHl 

S,. ^ loddiflrlficn NuIIiiyBteiTio, an laatot dia BadlnKiiiiK 

daiflr, daB y anf Af liogt: - 

(1) F(S,y.Siy......SVy)-ü 

(Mfntfarh ln dan aj). Setit man dlo Koofflikmtcn aller l*otonipmdakla 

I ' f i ' 

der in (1), nadidom man die ifj ndt j>l diirdi — iir/ oniotit hat. 
Nun« ao eriillt man die Gletchnngon von M, 

Die Hanptlnm dien Fangrapbon laatot: WMu JimUngiNiteM 

nmß dm Ftwm Jn«, äUtn allen VerMerUeheiirtibän 

imiatnm Grwi g kei, iamU de Mngeordnele Form einer hfeM(§‘ 

fdd^dU id? 

Notmodlg alnd oflBnbar M BeHniitHgen! 

1. Pfft), betnobtet ala Fbnn ln «, lerttllt ln abiom ICnmllaninip^ 
köiper vm o) vdldlndlg ln Uneorliaktoron: 

(*) 

1 Dlednrdi daflnlertonPimkta^UQgDnhidlonKbonenjf,...,«: 

(>) y4)-iO k»l,...,r). 

!• Sie orfQllea aoBordeni dlo Gletcfaimgan von M: 

(1^ p(s.ys^i .S,^)-0. 

Die Bedingung I. kann auch ao Imnallart worden: Gohon dlo llyiwr- 
ebeiiBaj,v, «alle dnrcfa obien dar Punkte lat jP(«, 9)na 
Wir b ew a i mn nnn, daB dlae did Bodlognngen auch hlnndchoiid rind 
Bla gibt (ln bang anf dan GnmdkBrper K) oliw IrradualblQ alge- 

bralBobe Maimlgfdtli^t J/j, dlo den Fnokt ^ ala all g ei n ot n on Punkt 
beallxt Kntqndmd werden deflnlort; ala braneboa 

natftrUab nldit allo vnndiledaa ,ni eein. Die Venlnlgiing der trrc- 
dudbloi MaiudgbltlgkBltm Ari.tfi.....tf,lMlfie 



1 11. iHv GMmtiult dar nfBonbMtan Ftamoa iDv MMiiiigMt%lwHai M, 150 

Nach 1, Uogen die Pnnkte jt in dom durch die H y perebenen 
daflnlorton linoaren Raum 5g„p. -Dle Bedingung I. bfnagt 
ntnij daB Bofier p , . . keine weUeran allgBmalnen Punkte, weder 

von Mn xK)ch von noch yca Mg enthalt. GeHtst nlmHch, 

5j|_, enthlelto einen w eite re n aUgenwlnen Punkt q vm M^ Dann 
glbo es anf Grund dea TUndenrighrifaitMa (| SO) efaiai laomorphlmnia 

ÜC(f)a(/c(^), der f In^flberfOhrt Dknr lOflt eich an einem leomoiphlft* 
mm x(f, ff. .. .i «) caX v) üa r ta Bt am . Die Rdatkmen 

(f«)-0 (*-1 r). 


die anmagun, daB q ln 5..^ Bogt, bleiben bohn laomorphinmi erfaalten: 
uIk folgt 

(/>-! r). 


I«t nun * oina bcHoUga wI t Me Bbana dnieh aln ^0, ■> Mgt 
Rua Bedingung I. 




Nach dem SiUDYichai Lemma (| Ifl) lat aln, wenn die w dnrch Un- 

beetlnimte ff onetat werden. 7^(ff, v, ...,w) durch (^ff) teÜbar. An- 
wendung dea leomorphisnua ln uiugekebiier Richtung ergibt, daB 

ff. . . ff) durch (fff) teHbar iet. d. b. wegen (B), daB q doch mit 
einem dar Punkte ^ sneadunenlUlt. 

Da nun ein aUgemelner Uneanr Raum S^-r nur endlich viela aB- 
genudno Punkte ani der InednilbleD Uannlgfaltl^nit M^ anmcfaneldet 

(nnd iwar ndndertflns dnen Punkt, n l mHch ^), ao lat Mi genau 
riUmendiinaL Daadbo gUt fOr Mg,,.., Mg. Die ngaoidnete Fenn 
von Ml ist das Produkt 

ü-fftf:). 

oraüwckt aber dtojenigen die n ^ konjogiert dnd. 

Das Produkt (B) kann nnnmebr, wenn die ^ su Groppen konjugierter 
Ihmkte vereinigt werden, ■> geKhrleben werden: 


i'-KMl-Gürift*")-!'?':)!'*’- 


-oFfFTfl... 

Dloe Fektoned^ung nigt, defi F gleich dar ngaordnaten Fonn eine 
ist, die aue den Baetandtanen 0#^. mit 

don Vielliichhdtm beiteht 

Die Bedingungen 1„ I. dud elio hüirekfaend. 
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V, KiKwmMd MM B und Ihn AnwtoilaBH. 


Jetit wodflo wir idgaD, doB dla Bedingungen 1., i., I. ideh duidi 
htmogano ilgebcalaclio Bcniohiiiigai iwlichan den Koafflilaaton Sj| der 

Ftann i^(i, i, . ...«) UMrtrnnkm lam. 

Um dk Bodlngmig 1. durch hanogene olgebnlKho Gl ot c hnn g o n uu- 
ndrOcksD, vw&hren wir ganan » wie im Anfimg dos Pingnphen, 
indem wir ln 

nmlchit die KoellUentai der Fotenspradnkto der w votglolcbon; 
q ^^fatdnfam n: 

( 6 ) 

Die Bedfaignng I. bdBt 

(®) y*)“® (^“1 fl 

Die Bedingong l< wird uegmrartat. Indem In (i) die KoeCfUenton 
der PDte oi prodnkto der Unberthmnten ift gleich Noll gamtit worden: 

(7) li • • «lg)- 
Am dm hemogeom Oelcbongen (0), (6), (I) oUmlnieni men die 

^ diirrh BUdnng dee BrnnltutemyileDti 

Dien ddohmigm mflmm idnnllnh tn beetahen. Setit man 

olao dla Koaflbdentan der Fotanqnodiikta dkaer h tfolch Noll, eo 
eriiUt "lun du gawttnnhto Glaldinngri^yatem 

(8) r.w-0. 

Du SrfiOtnin «m kl Ho /mm Üg wd kim d cli m i däfllr, däft tfnfi 

Perm ^ w) imi Grwdr g mil du KorffiMimltn «i üe MgwrdHcfe 
Ferm tim f tf alu W eukw MmmigleUi^htU M ww G^wde g W. 

Dnidi afaun irf**«**^ mm obl^ Bewoli kum man auch <lla 
Bedlngungeo dofflr anktallao, dafl dla MmnigfwiHgfaiH: M ool atnor 
andern Waim4gfciriflfaJt ff Ikgt, 

Die GUdnugen von N mflgon lontan g,^0. Damit M oul N hegt, 

mflnen die aDgamafaun Punkte ^ der Imduilblan Beetaadtolla 
von if anf N Uegea Du gibt die Badlngnngm 

(9) (iHlitiuD» 

Dien Gäddmngan nrirnim wir in (0), (0), f7) hhon nnd alhntnlorai 
wieder die p. Du erslbt ein m gani analogu Glaldian^iyitaoi. 



1 87. Die Gaamtbeit der 


Vmm elhr MimlgfiWgWt« M. lei 


daa notwmdlg tmd hiorekhand dafOr iat, daB If auf N Hegt Iit N 
durch Bchia Kewrdinahm oder, wai durch ngeoedueta 

Form gegobon, ao kann man die Gloldinngm g^^O n«* der am Aubng 
dkHB Faragrepbem ongagabenaa Metboda hantaOen nnd a riJlt daim 
dio B odl n gnngan dafOr, dafi M auf N Hegt, in G a ala lt duppdt- 
hcDMganen GleichmigiByBteoB 

BalaplaL ijK^lan die Badingmigen hn einfadiitan Fall 
ri«l, g»^l oinmal irlfkUcb ajiktollan. RrhrWhwn ^ ^ und a atatt 

ff und ff, ao bot jada Fonn ^um Gxada 1 in dan « und ln den v die 
Goatalt 

Bodfai gnng 1. oigfbt ln diem Fiidl, ivam p atatt ^ gwanhririm nixd. 

Auf das Homngamnachm dlevr GUchnngan Mnrign racildxteo, 
da dla EUndnatinn der pf 'nar-hhir afntachnr dnrdi TOiWBjaan .-von (11) 
goarftnhnn kann. Badingmig B« aigibt 

odor wenn (11) ofa ga aa LU und dar KoeflUent von Null 

9 B»tat wird, 

(U) «^* + «*#-0. 

Bcdlpgnng I. oxglbt, Tvonn man und aetxt. 

2 21 Af) A) ■■ 0 

odor ivaim (11) olngaMtxt wird und die SnmmanBidien dar TOnfiriihait 
halbor vraggaluHm «acdoi: 


•f* *1/ •if ^ ^11 ^ “ 0 

Identlaeh ln don iff, fü und a^. Yac^dch dar P ütaiap r o dnkte ergibt, 
vrann I)f dla PommtatkKi dar Tndhwa i und / badantat, 

(18) (1- ly (1- Ä,) (1 + 0. 

Hin (Batebungan (IS) und (18) ahid danmach notivendig und hinreidiand 
dalfir, daB dio Form F ndt den Tro«flM«nf*r» dia angaoednata Fonn 
dnar Goiidon oder daB dla Of * dla PLCijmaiihep K ooidluatn a afnar 
Gondm aind. Dia kubbdian Oddrangan (11) mtan dan frflhar 
hoigelaltotea qnadmtkJian RalaHnnm (Vgl. |7) 


•f) •*! + •« •»/ + •! I ® 

äquivalent aeta« 

Dia Badaotung dar b ia b e ri gan Ergafanlma liegt nkbt ln dar konkiatBa 
Godalt der adialtanan BadingnnffgWfJiiingan« dom daa oUga.Bal^del 


11 
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V. Alfnhntohn K wt wpoail — i nod Qao A ii w w m I b^. 


vdgti dsB «^1— ■dLOD Im BÜonlii&chitcn Fall nbr kompUskrt 

SIb liegt vWmahr darin, dafi wir jeist dio Geomntholt der nin 
t^rilmBnikiiakn Blgsbcalcbea Munrigfald g kiiiie n gogebenea Gradoi ah 
rina algebraiKlie i^nmiigfaWflkwit betmehtm Umüm, indan vir dlo 

tinmiTtmx Ifannig falrifllrpifnn M uf Ponktfi abbOdttL 

Die sngBardnete Fänn einer MannigMti^t M wird nflnillch dmeh 
Ihra KmdBileotBn gegeboL Fafit men dien ala Soordinatea ofaiai 
P rmVfiM f Ja idnMi pcuJekUvoa Raum 0 anf, an entspricht Jeder Monnig- 
Mti^t M vm gegebooem Grad und gegebener Dimanrian ein Btt- 
A, und nmgdmhrt ist M dsich Ä eindeutig bestimmL 0 hoUlt 
der Büirmim der MeimigfalÜ^aitan M vom Grade g und von dcrDlino&- 
rim r. Die Gemmthoit aber Bfldpnnkto A ist eine aigabraiariie ICaunig- 
Utig^ntt in Q, dsan Glelchnngen 

r.W-0 

vir aboi an^gesteOtt haben. 

Uhtor efami gl ^ tnimkm Syatm am M vantoltt 

man rine anWat Kenga ^on ¥aTmigfn1Ügkaiton M, daran BUdnunga 
in B rine algehtaische Mannigiklri^rit ist. Zum Beispiel Ist dio Genmt^ 
heit sBir IfannighltighBiten M (ge g ebenen Grate und gogobonor 
Phnensifln) ein algofanisciiea Syatem. Ebnao die Genmtheit dlor , 
die auf rinv gagebmen MundgftdtighBlt N Hegen oder dlo eine gagobono 
f, ectfaalten; denn dkH BnlaHflnon veidai dn^ dto 
■IgrfwaWiM« Qeichnzigen (10) anagodrfidt. 

Vsmflge der etneindaudgen AMiÜdnng der IfannigfiltigkBitaQ M 
anf Funkt» eben Bfldianmea 6 kann man BegrUCe und Sfltao, dto 
ridi anf algdxaiariie liannlgfiBlti^eiten in w Hldranm badohon. 
ohne ve ita ra s anf algdnWhe S^^ütme von Mannighltigkaiton M Über^ 
tragen. Man kann &B. jedes aigefacaheheSTdam in inodudldoSyrteme 
nriegan. man kann der Dittmaiou und vom allgmtttittt Httmeal 
teaelgebcaiaohim Sjvtams reden; man hat den Sats, d^ ein Irraduriblea 
Sjttaa von MaimigfaHjgkeitan dmch sein oligeDidnea Sliinant olndeuüg 
ftvtgeingt ist, usv. Ate kann man KoEnspandmian sviachon aigo- 
bnteen Maimlghlttfaltan und anderen geomatriacbon Ofajoklon 
trachten und das Frinaip der Eenstantaaiflhlnng anvondon. Für ob» 
nlboe Anifflhrnng diew Ideen v e i weis e n vir anf eine Arbeit Tmi 
CBow und vaif ]>n Wahdkn^), fflr Anwendnugen anf vultore Arbellen 
des Verfemnre^. 

<) Omv. W.-L. a. &!.▼<]>. Waboibi: lar alphtenhe a Oeomte XX. 
MalSi. Abl BLIU (Ulf). 

^ WAxim. Xor algteiBhaa OscanM XI biI XIV. Mnb. 

Aaa. Bd. 114 aad UL 



oOCDKfli JUpiUL 

Der MulÜpUzltätsbegrlff. 

9 88. Dtf MuItlpUiUlttbagriff 
und du Prfaudp dar Briialtunf dar Amlil. 

Wir woUfn dla Frage untomicliao: Wbb geochlelit ndt don Ldnogen 
ohw KoomotrJochan Fiohlaaii bd dnor SpnriiHriannig dar Dotob doi 
l^rohloniB ? 

lUo I^ton doe Frofaloiii Mim dnndi (bomogme odor inbomagaoa) 
KiionlliiBi'taii gi yihwn. Poj jHnrht* gwimfarhrha Gebilde h 1 dnrdi 
dno udor mehiere Hwlh*« vm Kooidfaiaten y, geffobea. 

Um otwna Baatimmtai vor Aegm m bibmi Hwiti irfr loirahl bd dm s 
wfci hoi don y an Je dn$ TMha vm bomogenm Koaidiziatm md ■pncfaen 
doBcntaprodieiid vm dom nFnnkt" s und dom ,JPiinkt" y. D ioM 
Annalinum dnd nkht iveMntUcfa; lit ober die andere, die nk 

JoUtmuGhon: Jiei fam idr l artii P rp M iM ttt ännh daSydan m M At u tj in 
(1) /.(*F.y)-0 

Mrim», rifti (wenlptana ln dm y-Koocdfautm) boMOfw iM. Soldia 
PruUoma wollen wir No ma hprMmi* niammi. 

Dlo Gldohnngen (1) definlarai etne olgefaniodia KoRaqniidaai 
nrlBchon Punkten s imd y. Man kann itao die Nonna^ptohlama 
■iirh cltirch nlgebniiohe ifi doflnlarm: dlaM Peflnltlan 
kt mit dar vorlgm ^elofavertilg. 

])or Punkt x mdge etne kni uai b l i Monnlgliiltlghaft cbwriil n nfto L 
einen 

mhdesiens iäa LBtm i ij mü Mm. Dann hat doa Problem 

ndi fltr jedm Pnnkt s vm ÜT mtedaitma ofaie LOmng y\ dann wenn 
doi KoHultontmiyitani, doi oni (1) dnzoh BUndnotlon der y entatoh^ 
Ihr dnaii nn yrwdiwwi Pimkt vm M erfiUlt liti oo kt eo fllr jedm P nnk t 
vmitf'ormt. ZiwitaiMnahinmwknn.dafl^lrakmJ ^ < g m Jkwke 
eoxhf das PrdUm mr mdkAddelMmt^ Me, Dann hd naoh 
Sitts U (§ 84) du ProUam ondi ttr dm aOgemalnm Pnnkt { vm Jf 
imr ondtlchvkilaLflangeiL Dleoo ondlkdi vklm vemifakdmm Lflmngon 

Mion ly**^*. • ■•**!*• ^ . 

Na^ ohiom an yurfiMni Sdi Aber nkttonatreoe ^«Uklantiifafi 

387) kann «in dk relatiwMtrena S pwfi tiekn rog m einer nOor 

tlomtreuam ^poKUlilennig dee geamtm Sjroteme 

( 1 ) 

II* 
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VL D« MwmpWtmfcogrtfl. 


tortMtiaa . Wir drOckoo das auch ao ana: 4er SfminHwiem etg 

y« «6ir/' ADa y« i*nd Lfliiongoii 

dar f^Wrhnngan Q.); dom dlfi Relationen mtaoo bol Jodor 

T wiaf i r wi will Spealallabning mbalten £■ lat oher tnnlchfil 

nlchi: ildier, ob man ln VUeaar Wolae aUe Lflaongon doa Gkdchiinff»- 
ifyataniB (1) eibfllt 

Dia Fimkta biandian nicht allo vonclilodon xu aoln: 

OB Unnoi bd dar SpeiiBliBlaning vbr arohl abilxo 

Ldnngtn Mmammienriickai". Die Zahl, dia anglbt, «lo oft oina hn- 
etfanrnta TAni^ y doa Problama ( 1 ) nntor den UJaoiiflon yW 

f mlmumL , haifit die MiMpHäiät odor VU^adÜieU dloaor LfiKUff y 
bei dar zdatknatraDoi ^)edalidanuig (I). Dio Snmmo dor VloUucli- 
hdtan aller Ldeungon daa Froblema (1) lat ollonbar flldcli k, d. b. alc 
lit der Anaahl der Lflauuueu dm Frobloma fflr obuni ollgomolnoii 
Fnnkt f Toa 14. Wir ezhalten ao doa Primdft 4er ErMimfi 4er Amekl: 
Die ÄnaeM 4er I J ei m §m eirm Norm^protieme hieSbi bei 4er SpmiaH^ 
tiwmg eri je Um» aprewigeiiW. xaek 4er SpeeidiaSermfg 

ieie Uemg w oß Mi, wie ihre VidfaMU MgOl. 

Damit dleaeB Fclndp mm wlildidi irnditbar ^rlrd, mflmon allardiiiisa 
iwei B e dbigmi gan erffllU adn: Entana mflwon die MnltljdbdUton «<h- 
4eKlig dnrdi die Speilalldennig f alloin h o atlmm t aoln (onabhindiK 
da:fim, ide man die Lfle un ge n 17^ qwndalWnrt), Bwedtona mnU man äcfaiT 
aoln, dafi men durch dia SpeataUalaniDg ^ eSa Ltamgon doa l’rafahana 
eriillt, mit anderan Worten, dafi kalna JAnng dIo MnlÜidlittU Null 
«hllt DIobb Erlsdemtao rfnd snn koiiiamvQgB von aolliat orftült: man 
keim aehr irahl TWi^le von NormalptohliiDon Kobon, bol donon dk* 
MhlÜpIMtifwi nkht ebideotig abid odor bd donon lüenngon mit dor 
Mnlti^]|iiltit Non anltratoL Der folgende Sats abor gibt lilnndchoiKlo 
Von uiM B t B i pgaa, unter dooen dlaao nnangaoohman Voriamunnlno nielil 
anftreten UnneD. 

Haoptaatx flbor Moltlplixlttton. 1 . Wem Oe (normierte») 
KocMeie» 4ee Umktm t fMmU F m k Üon m aou dnifim eJjfpbm/fofi 
mäibSNfige» mtier ikiie» ditd und 4ieee reiiottaleH Fwtktionoit hei 4er 
5 ^ m fak ii f inwi| {-e-x eim me U b l e i b en, eo alnd 4U epeilaiiaierten LOmmg en 
4mk die SpertaU a immi i'** ^ ^ KeibeM/aige 

eindenlig hertlmmt, 

8, Wem mtfierdm die durch (1) definierte Korreepondene irr e inxß rt 

irt,ao htm im tj e d e Tthmtg ydeePr6liema^)imter4e»ljiemi§e»y^^ 

windertem einmei eor. 

Bewela an 1 . Dia in elpopi allganeiaea $ gobdrlgon iJlanngon ijt'l 

ifi aarlalka in Syetqpie algafaraiach konjo^ertor Punkto. Ua gnoOgt, 
ein aolchda Syitam ra botraolfteD tmd an hoiralBani 

die raktknatTBoe Spedkllalanmg dlaaaa Syatema lOr h-*’X ointetig 
beathmnt^. — Fflr den Pnnkt 17^ lat mlodeateoB oliio dor Koofdinaton, 
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^ K««*«*» te d«m «d. für 
.He knojpgiflrtm Punkte ra Nufl ^mfalQdflii und kum dddi Bti» 

iMTden: Dto Koonilnaten rf» ^ daim ^Süidia 

Grto 6to Mrpar Z(e). Dfa Knerthiitnn ^ f. «tan 

ühbflrthnmta. dlo flhrigan algebniicfafi Ftmktknsi to flmBL 

Nomnefar idoa *Jit wdtare Unbeetimmts. Die Gx6fie 
■IfftHuiacii über dm KOn» K(i u) und 
deher N nltetTn dna izradnilUen Fd^Doine mit KooEQilaitai m 

Iq abiem geelgnetoi EnvdtemigiUrperi»- 
ant dioBi Polynom gemi in Unwirfeirtcm, die eile n *t+^iiP> 

+ ••• + «.<* konjoglort änd und daher die Geitalt 2+ifcnP» 
+ '*'+fiwi£’ haben: -»i-in 

(I) C(«i) - A(«) • + * • • + «iiÄ») - *(f) 

Den w fflkflrii c hnn Faktor Jb(£) tokwn iHr una m bc MlmuiL daB daa 
Polynom G(«|) nidit nur laHnnal, aondem ln f. . ^ 

virdnndkdnon von den faSdnabldjigign Faktor oit^ 

ea dann G({, ff). C({. ff) lat dn muadagbarea Polyann ln 

ffi, . . .. f% and beifit nach 1 88 die WjnHuäg Form daa FnnktayitBnia 

Dieoo ngeordnote Foem gibt non daa lOttd, die xelatkmi- 

bOGO SperiaHrimnng daa Ponktiyitena aindentlg tetsil^en. 

Fntwlckoln Tvlr beide Salten 6a IdenÜtit (8) nadi 
der « und vei^alGhan dlo Konfnafamton dleaer PotBuqMndnkte, ao eralbt 
akh efai RolatloneD^yitem 

du dkl hamqgeiien RolaÜanen 

(») 

naohdehainht Diou hoenognan Selatknen ndtaun bd Jeder idatiooe- 
tnoen Sporialtakrnng erbaltan Alao fidgt 

DIbbo Rclatinnnn bongen aber, dafi die «!(«) xa dea^(y) pnpartkmal 
afaid. Die ^(y) olnd die KoafiUenten te FonnjfJtff^; de ve> 

p 

aefawindon aomlt nicht gfig. Abo folgt am ((Q 

( 7 ) 

Du hdOt «bar, da dla <i(4 «Da SoaOWantgn der Foon G{m, m) dod: 

P 

Wbon irir noch nachweiam kdniian, dafi die Form G(«,it) nldit 
Iden Hach vorachwlndet. wo in (B) aebu Anf Gnmd ^ Salua 

von. der eindauHgeii Fhktccieriegang diid>dBxm*-d!e lineazAktona 
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VL Dm MiH^lMtiWiagritt. 


zQchtff Hund mid dunlt andi die Pmiktfi • • >1 Ui ui[ Um 
Rdhantolgo dndantig bnrthnmt. 

Zain NBdnrab dn Nkfatfondiwliideos dor Form G(s,it) onetida 
wir die Unbekumtn 3^1 dmch Unboitimmto yii...,ya und 
Udflii diB RflHÜtantSD^yiteni dor Fbnnfla /.({, y) und der Uncnr- 
form (wY) moh doa y. Die Fonnon J2(f, «) tUnoo Rcnltantooiyitaiii 
mrdm fftr q)oriwl1« Wsta dor n dann nnd nur dann NhH, mm dks 
Bbono u dnrdi afaian ymi den Ponkton gabt Alw änd dlq Fonmn 
dnidi dlo TJnoirfapnm ( 17 ^») nnd diAw andi dncdi Ihr 
ProÄikt, ako dnnfa die Fbnn (S) tdUior, In JZ({, «) ntao man 1 
nnd enetiB die anf Gnmd der VonnBotamg 1 . dnrch 

imtinnale Fanktkum von ^|...|{■. Sodann multfpUiksn man ndt 
einflm nUien Banptnonner ....{J, daß daa Frodnkt 

g anar a Hnnal ln ^ wbd. Da NiRi{i,n) dnrch G(j,«) 

triTbar lat nnd da G(f, «) kefaun nur von dm 6 aüaln aJbbflnglgen Fhktor 
bea i t at , gilt die oniflilmte ThUbaikBlt ondi Im Bereldi dff Folymmo 
in dm ( nnd den ff: 

Dleae Idmtltlt Uolbt bei der Bnetnmg dar f dntdi die x gültig. Wlro 
nnn G(a,ff)M0, ao würde wagen ^i(s)'fO folgen Du 

lat abm nkfat dor Fbll, denn ^ J^(s, «) faUdan du RMltBntoafyatam 
darFörmm/^(a,y) nnd einer linearfocm (ff Y), nnd dloaea varubwlodot 
für qwwlnlla Werte dm w mir dann . wann die Bbanp ff durch alnm 
wn dm endlich Tiekn Prmktrm y geht, walcfaa dlo (SolchimgQn (1) 
bafrledtgen. Alao Irt ln dar Tat G(j^ff)^0, womit der B oitoIb be- 
endet kt, 

Bewela an B. Wenn die Korraapondma ( 1 ) Imdudbel lrt< ao lat jodoi 
Pnnktapaar (a,y) eine ralatlmiotiaiia ^mtaUalerang dea ellgooulnou 
Pnnktqauuea ({, ij). Dabai lat f ein beUeUger aOgemolaor Fnnkt von M 
und 17 bgmdalnar dar angeor dn etm Pnn^ qH, otm Dia 

relatkmatnDe SpeiiaWiianing (6, 11) (a, ^ lUt alch nadi |S 7 in oloor 
rdathnatraom ^peataUafanng (i.iT***, 17"...., •••./") 
fartntaen« Nach dmi achon bewioBBnm Efaideutlg^taBati (Toll 1 dkma 
Bam^) mflaea y, . . ., /'^In fagendednm RellinnMgo ^t yW. .... y« 

aiiwriiMlIinmwn. Algg IbmiiiiiI y nntOT don Ponlcton , , ,, yÄ vOTi 

wu IQ IwRidauu war. 

Ana dem eben bewie mi m Sats folgt, daB die Mnltlidlaltltm dor 
ahweinan Idauiigaü y dea Probleroa ( 1 ) unter dm angagabenm Vorma- 
aeliuiigu elndantig hmitmmi- md j^tlv abuL 

Dia VainBBtmig 1. Irt a B. dann -arfüIU, wenn Af der g»™» pr> 
]aktlvaodminehr 6 u)hpro)e kÜ TaHamnlrt; alnddaimaliifach 

dia Inhomogaom Kqoidlnatm dea Pmiktai 81a lat abw ariUlt, 
wenn M die Gemnthait aUar Tblbimne Sg ln 5« lat. Denn nach 1 7 
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dod iUd PLOc Kwdum KoanUnitaa diMi 5 ^ ntknile 

tioom Yan d(i» — d — 1 ) unter <hniw 

Die ■ngegrisflOdi Vannaotemgea laam eldi unU iMiwidieiL 
■ber nkbfc gans vogtaaeiL An StaOo ^ VomMBtemg 1. wflide S.B. 
die ichwifihfl« Vorouatamig geoflsm. dafi dar Pnnkt s ein dn&dia 
Ponk t von Jf ist^). E bw ganflgt in Stelle VornMetiimg 1 , wie 
da Boweia nlgt, die ecfawlefaere VanoBBtsing, dtfi ^ Ponktmur 
dna nlatknetniao SpaUUenmg tzgenddiiM da Fnnktaun 
<f,i|W) lat. Macht man abor gar keba V o ra o^ tauii gen. ao Mtm« 
beide Bdianptncgai 1. und t. faiarb imdoi, irie die BqI. 

qdele idgen. 

Belaploll. IHb Ckrichnngan, dk dnfdi NnDaetxm aJkr swdrrfUgen 
Unterdotonnlnanten der Matrix 

I *• % ^ \ 

\Ayi ybjf A+Al 

nntatnhai. doflntorm edne irradudble ( 1 , l)-Karreq)aDdaoz xökdiai der 
obofMi knbiaoben Kurve 

und der y-Geradon. nn flwr wi i M ii Ptmkt ( da Knm 

ein efaud^ Fonkt 17 : 

Dem Dqppolpankta (QiOfl) da Kate aba ent^xechen mel va- 
agTiWtann y-PonktB (0, 1) void (1, C), die bpl& lelatkxiatxeiie ^wriafi- 
eterangn dea aUgnmAim Paana (£, 17 ) aind. Die lehtknitnae Spodatt- 
aiaung lat olao nicht dndeiitlg und die MoKiptfadtlt eba 

Tikiing (0, 1) oda (1, 0) kann narii TlnUBhm gleiflh MuH oda ^ddi 
Eine geaetxt ipaden« 

Belaplel 1. Gegaboi aol ebe fabln biqnadzatiache Farn 
( 8 ) + + + + 

(oder geometriaoh: Bb ^yrtem von via Ponkten anf eba Genden). 
Wir Ingen nach allm piuJohUveu Tkanafonnatlixian 

weicbc die Fonn (oda daa Ponktgoadnipel) b atch tnnefixmlaaL 
Daa Problon llfit abh we Uaa dmdi hamegene GUdmngn 
fOr die nnbekanntan KoeCSabatiii Tim ad iralbe n; denn 

¥wan Inndit mir die Koefflabatea da txinabxxniatep Form n 
nnd (durch Nullaotsai von i we L r d higen Detecmbanten} amdefldEenj 
dkB dkae dm unprftngftdwm Koenfadaaten e^, an a«propaüaoal 
■win pJlen, BrinjxntFrii hat daa Probleni flr rine aOgänrine Fbon (R) 

») VBr dm Du ml i a & L. v. n. Waxann. l«r i T m hriknh » n—rfit i VL 
liett. Aim. Bd. 110 (IN^ & 144k 1». 
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vier lAnngeQ: Ei gibt vier injektlvo TtuiliiniiAtkiiim, dla ab bH- 
gaaäsm Poiiktqnidnipd uf der Gondi ln dch tnnaComilfltai. (SIs 
blldm dis KlJnurfw Vkumgiupps). Iit ibar du Pimktqiiadn^ 
^Mriall afai hsnnadacfaei (mit dam DoppelvacbAltiili — 1), lo gibt es 
■aht aoldis Ituafanmtlaiiaa; dann oi ^t dne Invnliitoriidio TtBU- 
fonnatlan, dla nral-vm dm vlar Pnnktm m Fl^ninktan hat und 
du andais, dun hannanlKhs Paar Tartanscfat, nnd dlue Ttuufannatkin 
kann man Docii mit den TrmnafnrmaHortfm der "W emgiupp e mnlÜ« 
plUenn. Im BUl af| irfimhTninntt!lTiin QnadnipdB (mlf deoi 
Doppehrartiflltnli y—3) gibt es aogar sudlf Tranafarmatkniion 
des Qnadrapeli ln ddi, die dleme nach der eltomlarendaa Gruppe 
penmdlenn. DU vlar tanr. echt nsn HnpikumiMiifan Lfl un g an da 
Aobleme heben mm offanber dis MoltlplUtU Null: dann do geben 
ntdit diif cfa idatkmitreiie ^MdalUsnmg aus dner der vier LAraiflan 
im aUgtinehian Fan haror. Dis Voriiignliiiiig dor InedndbflltU der 
Irt falsr eban nldit erfflllt 

Nach dien haJdaa nrerfreoHcfagn Hd^dslwi gebsn wir nun awei 
andere, bei daien alls VotanoetiiiDgen IBr dis Anwendnng daFdndpt 
der Bihahnng da Anaahl gegeben alnd. 

Beispiels. Eins IgedniihtolJannlgfaltlghBltJy van daDfanenilood 
InSsWerdemltehiemTdlramnSB.rigeacbnlttaa. EtnallgeaMlnaSa.g 
anbneldst nach 1 84 dis Mannlgfaltltfralt M ln mdHrii -Mm Fnnktn. 
Warn mm ein gwaMlnr S^_^dle M ebenblla nur ln 

endUch vielen Fimktai s Kdmeldst, olillt Jeda von Ihnaa oino botfannito 
MnltlplMtlt (SdmlttpmiktBiiatliiUiUU), Dis Srnmns da Mnltlplld- 
tuen aUa Sdmltlpmiktn Ist nach dem Frindp da Bxhaltnng da Anaahl 
gleich da Anaahl da Sclinittpimkte von M mit dem allgemolnm 
also ^ddi dem Grads da Mannlgfialtl^celt. 

Dis Iiiertnalhlllfit da KoEieqpaadens iwlachan s nnd 5.^ haben 
wir ln 1 84 schon edmnnt, Indon wir ein allgamefaMi Rar (f, an- 
gegeboi haben, ans dam alle Faaie (s, 5 b_ J mit xuxd M und x ln 
doch lehtlonsbaie SpeiielUermig harrärgehen. Die daboL bo- 
milale „Maibnds da Pnd)laammkBhnmg‘' fOhrt auch bd aobr vlalon 
andenn Nannalpcbblamen nnn Ziel Sie beatand darin, daß wir nicht 
von efaian aOgemdnen 5|_^, aoodem von afaum allgoovdnen Punkt j 
auf M aoagepngen afaid mid dann durch Mmm Ponkt f dm allg»< 
tn e lnatm Ranm gelegt hebm. Wir gfaigan alm'nkht vm dm 
Datm da NonoalpiDblma, eond an von da TAmng tax und mohtm 
dam dla paaemden, aba^mfl^khat aflgams liM n Daten. 

Da mmmehr eile Vmusbanigm da Hshptmtaa gegebm 
m fdgt, dafl dis M x hipUä iO h i i im xox U mU irfsad- 

ihwai SL a siadMlir fenMaaea aad itaiHu tini 

Da DegiiU da SdmtHjmitLWiiiiiH pH^hai- flbartilgt «Mt ohna 
weitarea anf nrfsllmds, rein d<dimenahaala Wmmifl faiH flfaiifnn M, 
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Beliplal 4. Du Fmoblarn ad du dur Bo aUmmuii g der Geraden auf 
dnar Eiche 8. Gradea DaB du Frohlem anf hanaagme GMchnnym 
ln den PLOamachm Koerdtnaten der Gemden fU^ haben wir ln 
]8S acboagBaehen. Ebenao uhm wir, daB die dnrdi dlüe Oekdnmgen 
definierte K an eqpondana irndnaOiel kt Eine hnhkehe Fliehe kt 
dnreih SO nnhuchrlnkt varOodadlche KneBUenten gegeben. Aul einer 
■ngemefaion knhtoehen Fliehe gibt ea, wie wir ln |85 aahen, S7 ver> 
eehitockne Geraden. Alao gibt ea anf jeder knhkflhiai Fliehe 87 (nldit 
not we n dig vetachledone) Geraden, dk dnreh r d a l kaal n iue Spodall- 
aknuig au den 17 Genden auf der eTlganinhien FUche horvo^nhen. 
Snhnddwndn Geraden gehen bei der relatknatreoen Speaklhdennig 
natürlich wkdar ln achnjidendn Aber; ln dkum Sinne bl^ die Kon* 
flg urnt ion der Genden ertmltu. Wenn anf einer nwrinflen Fliehe 
xtar endlich vlde Gaadm Hegen (d. h. wenn dk FUi^ knlne Reg)^ 
fläche kt), an folgt ana dem Hanptuti über KnlHpIhdtitm, daß jede 
won dkaon Geraden bei der Spcwdalkkmng eh» iHn tiintnt e poaithn 
MiüÜpIkltU etblU imd daB die Sonmie dhwor MnlllplkltBtBn gleleh 87 kt 

Itn AnachlnB an du pclnilplBll widhügo Behplel 8 ateDen wir fblgcnda 
Definition anl: Bin Pnnkt y von M helBt ein k^mAtr PimM der lf:Biinlg> 
laltigUt Jk, wenn ein aPgemrinar, dmeh y gekglor Uneanr Raum 
5«.^ dk Kaimlgfaltlgjmlt M ln y ndt der MnlHpHriHt k aehneldet. lat 
ao helBt y ein timfatlur PmM von M, 

I 80. Bin Ktitmkm «r Mnltlidlkttt Bi». 

Der fan torlgan Paiagimpben b ew k a ei ie Haqptmta Aber M n l HpH ri Wiei 
|pü> dn Kilterhim ab, na^ dem man ln den mektxn wichtigen Fallen 
ontecheldoa kann, ob die lüanngen dnei Norma^vofalema elu poaltlve 
MnlÜplkltlt hab^ Bel der Anwendung dea FÜrhudpa der Bihaltmig 
der Anuhl, Indseundero In der „ahathlwidai Geometrlo'*, kt m abor 
obauo wichtig, Mittel ln der Hand n haben, nm MnltipUaltltan nach 
oben abaacfaUaen, Du wlahtigrte yaa dkinn UUtdn kt ein Sata, 
der anaagt diB tmter g ew laun Bodlngongen dk MnltipHalfli eliier 
lAning d» 1 kt Mit IQUo dkui Krlterlnnia und dea Himptubni Aber 
M ni HpHdfet *m fcami man doim BchlkBeo, daB die Mhltiplktttten der 
Laaungu elua NonnalpnUmu genan glokh 1 dnd. Dan» folgt dann 
nach dem Fiindp der Brlialtong der An—Mj daB dk Annbl der ver* 
Bchiedanen TJ kiiiig n n du Froblami im aUgemehien Fall genau ^kidi 
rli y Anihl T yianngwn In iWn Tmti mnrhtiW W* DkletlterO 

Annbl kt nmnrfmMü lainhhg n ha a Mmitien iä dk oeata. 

Du Eritorfaim fflr MtaltipIkUlt ^ 1 beruht anf dkm Begriff dar 
jPotof- oder r angu tfatty/ ar alu i dner ByperfUche. Iit y ek Pnnkt 
^tnta- HypofUdie HhO und bedentat 8| die partioUe AbUtnng nach 
y^, ao kt die Pohuv oder *rbi yiHnlhy pt»whiine von H fan Punkt y dnxeh 

(1) + 
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gBgabvL Noch dom BDunchfln Sats Hegt der Fankt y aoUat lo diöor 
Hypsrobow; 

(I) + + 

FlUirt man dnicb ii M 1 InhiinagBiifl EooidiiifttBn ein and idbtriblQrt 

mim (8) VQD (1), IO aÄilt man (Üb GlninTumg dar Polartiypenbaoii h 
der Fivm 

(*) fe-h)^HW + ... + (^->o^ff(y)-o. 

Dto Gflndan d urch y in dar Tangwithlhypnrabfwn ( 1 ) rind dfe Tmtgutim 
dar Hyperflldie H im Punkt y. Im GafSDatts wa Kap. S «QUan wir 
fWffwi Arndnuic auch dann hdbehaltaii, wann y ein Dop^punkt wm H 
ond mit dlfl (i) fn g arffillt lat; ln dh—ii Fall 

mDan alao aAf Gaiadm dnidi y Tkngmtai van S Im Punkt y holOcaL 
Daa gauBmbtB Erltarinm higlbt dar fodlgeDda 
Sati. Wmm ate Nom^pnUm durch iU GWafeiwim 

lapiiM id und ■WM hei dw rdnlioH^rciutt Spctitdiiirnuig tnrti 
mmihitimt Idww j i w in dm y i th crphc H, » kahrm 

äU cfmicUdwIm Ey p e r f j d ch m i 

W H.(».a)-0 

im Pmh tc M^y dm gemänamm T mig utit , 

Dar H awaii beruht darairf, daB dla Vatindongdlnle wm cf und ^ 
bei dar ^MdaUdanmg ln efa» TkngntB IlbetgehL 

Wir Uhman )^*f0 armaliinwi; dann bt anoh und 

Somit kann anyaMiiiiiian werden. Wir aataen 

dann lat alao lat t dar unalgentlkha Funkt dor Vorfalndnnflfc 

llnia ifif*, Dia lalatknatrena ^tedaUalerong (f . Vi 17 ") /i y") 

kann in (f.i/.i/'.T)-»‘(a.y'iy',0 aglnat werdon. Ea gelhB dlo 

filniiJiiinj iwi 

Die latstare ffla le hnn g mflge- nach P o tm n von t^, . . ., r. entwickelt 
werden. ^ ergibt dann ^ 

(0) ^ if) + GUadar hAam Gimdaa » 0. 

In den GUedam hflhaien Gradea Whmwn ^ jaweUa efaian Faktor xg 
a trimn laaaeoj und in den flUgm Fkktnran die xg wieder dnroh 1 ^'— 
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aBBtx on. Dulazch wird (S) bonngca ln' Macht man (0) 
durch Elnfflhnuig von nnd andi bcxnogeo ln den if nnd don if". 
D haben wir Gialclnmg erfaaltaij die bei der raUthmatreiien SperiaU- 
äenmg ({, ff, rf', t) -*• [s, y, y, t) erhalten bleibt Die DlflKenaai 
(o^ homogen wncliwluden aber nach der 

SpodaUdemng, da if nnd ff* bdde in y flbacgdiBn. Aloo bUbt von 
der gaman ddcbimg (B) nur dai «nie Qlod flbrig; 

Alao bähen die ThngenUalhypenbenm dar ipealulMnrtan Hyparfllchen 
■*nan gimeliiaBmen (onalgwiTUkihan) Pnnkt t Da de anBerdem aHe den 
(etgontUchen) Pnnkt y gomeinaBm haben, ■> haben da dx» Dugenta 
gomelnaam, wie bohanp^ 

Aul dem oben hiwlwiiiin Sati folgt mfort du lOHm i u m fBr MiM- 
jMWMl Bim: 

Wem ei» Nomelprötlem Üe Ba tf agwu g iw im Smtfimtem ^Aer 
M uM f U f ititm erfW mi wem He a p et i e kei wie» BypeeftSÄm (4) keine 
Tmtiettie in y gemeimnm käken, ao keiiie Idwwg y genm He MeHir- 
pUeiUtt Bim. 

ita iramwin d*»"" nimllA nicht iwel Lfl eu ngen dei all- 

gamelxMn Frofalana bei der Spadalidenmg ■»— mmaiirHAwn. 

Du SebOne bei Hl«— n Eilterlnm kt, dafi-men bd ednerAnwendnng 
nnr ctaa qndallderte Problem (du mditeaB nfnfadinr lat ale du ellr 
gemdne) ln Betracht n «fohiw bnmeht; Aber du aflgemdiie Problem 
(mit i etatt a) tnnoht ">*" nnr u wlnen, daB die Vmii—iliiiiimiii, nr 
Anwendung du MultlpUdtUibegrlfleB flbedianpt gegeben dnd. 

I 41t TaogentlalrlnfTM. 

Dar Begilfi daa Thngeodaliinma,' der ln 1 0 fflr ebene Ennwn nnd 
ln 1 80 iBr EyparflBoben eitilrt wnide, nll jetid fOr beUefalge rein 
f-dlmenfffmBliT ki in Sg eridlrt werden« 

Sa ml y ein Punkt m U. yfb betxaditeo MmtBche Tkngentlal- 
hypocebensQ «TUf kf «n^iinifuAw Hypct'fllchen lin Pnnkto y. Ihr Dnnb* 

aehnUt Irt ein y enthaltende ttaaarer Kaum 5«. FhOa dleur Ramn goan 
Hl— tJKi Dfanmdon f hat wie dfo WannlgftilrighBlt if eellat, aoK er 
7'afigeiiilaireMW von M lin Punkte y hdOn ^ 

Wir — nun lonAdiat, daB eina hiodndhJe M a nnl g f i lU g kd l if 
ln lAd*»" eOmmefken Punkte { einen PuigmHabanm bedtat Wir mr- 

mfo»tata]^nih«.^luidndm» ^algebc.^ 

onatdilnglge dnd, von denen die Alaigmi fir+ii * « »i 

Mache Fnnktfonan dantellen. Dime algdaalaohan F imlrH o n an ktoen 
dfi T ni mdart werden; die Ableitnnf von nadi heiBe 1^/. Wir 
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batnchtm mm den UDounm Ranm S,, deam fflrichnngen (ln Inhomo- 
goDfln Koonlhiatan %*...! i^) lantm: 


( 1 ) 


^ + 1 — fr + 1 “ ^ ff + 1. / (% — f/) 




ifoOtti mni idgon, diB dioMr Kenm 5^ gmaa der TluigBitlalnuim« 
a]n der Dnrchedmltt der Pda ifay p erebenen 

(«) (%-fi)>i/(« + ‘“ + (^-W^/(f)-0 

lit, nobel /hO die" Obkhnzigen aller M entheltenden Hypcrflichen 
eindL Wir haben aleo etitena so aeigen, daB 5^ ln dlenm Diuohachnltt 
oathalten lat, nnd clielteDa, daB dleaer Dorchadmltt ln S, enthalten lat. 

DaB der Raum S, ln allen Hypenbenen (8) enthalten lat, ergibt 
dcbaalbrt,lndeminan(l)ln(8)alnaB^ Die Unke Seite voa OQ wbddinn 

+,_1 , 

/-I 1 *-f+i I 

Dnieh Dlffnrta i tl at lnn der GUchmig /(f) ^0 nadi fy aleht man aber, 
daB die letate Klammer den Wert Null hat 

DaB der Dnrchachnltt der Byperebenen (8) in 5, enthalten lat, 
aeigen wir, Indem wir n^r beanndere Hypenbenen (8) angeben, deron 
Durcfaadmltt genan 5, kt Zn dem Zwecdc betrachten wir dktjanlgo 
Inednaible Oeldimig. die mit fi, . . ., f, vertdndet: 


(®) /rtfli • • •! fri fr+z) “ 0« 

Die Cilalchnng kann dnich BlnfShrmig von hnnwy m gemacht werdon. 
Da ah IBr den aDgemelnen Punkt von Af gOt, gflt da fOr ella Punkto 
von Ml ako gdWkt /y^O an dai M enthaltenden HyperBAchen. thro 
Polaihyperdme hmtet: 

W (^+/— fr+z)^+<A^0. 

DMdlert man durch ao odiUt man nadi Definition von 

fr+w + (^+<— ff+z) “0. 

Du rfnd aber genan die GMchnogen (1). Ako kt der DarahBolniltt 
der Fblezhypeiebeiien (4) genau der Samn wandt der Bewek be- 
endet kt ' 
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ln dnein allgomrifafln Punkt von M eiktiert nmlt dn TaiigBntial< 
nuim Sj., Du hoIBt, du Unuro 

«iWCfl +%«./(« + •■• +ib^/(f) -0 
hftt den Rnng m — f. Bd SpedeUderung der ( der Pang nWii- 
Uefau' ^mrden (dom eine UntordeteniiliiBiite, die ^0 ist, kann ni^t + 0 
verden). Wird der Hing gröfier, n wird äer Dntduchnltt der Polv^ 
hypsebenen ein Pamn mit f > r. Bleibt der T^atig bei der SpedaB- 

darung ( -»■ y eher ^dcb, IO hat derRenrnkf Im Pnnkt y einea Teogentlil- 
leum Sft der dna SpedeUdenmg diw Thn ganHolratTm« 

fan aDgmndnen Fnnkt { dantellt. 

Der Tbngentlalimizm kann mit Vorteil gebcsncht weiden bd der 
Anwendimg doi XzitBriomi von 1 80. Wir bewdien s. B. mit HIUb diene 
Xritarlnixia den Sets: 

W$im Bi im PmiM y du» TmtfutHakmim MM, n id y d» 
de / e ri ter PtmM mm Bi, 

Bewele. Legt man dnreh y einen aOgomelDen linearen Banm 
BO hat dieaerinit ^ nnr den Fimkt y geroelnnnL 5,_, lat Dmdiedmltt 
von f Hyperebaten, ond die Tkngoadalxtnme dlaaar Eypenbeoen in y 
dnd. die Hypeiebeoea adbat; Ihr Dnzebadmltt iat daher wieder 
Der Dmtbadmittdflr Tangentblhypeiebeoen der Bi entbeltenden Hyper- 
fllchen lat der Tangen tkUnuim S,, Betrachtet man mm die De atlmmun g 
der Schnittpiinkto von 5, und Bi^ ela Nonnalprobleni, ao alnd die 
Gldchungon dleaaa NonnalproUemB die deidinngBn von 5, und die 
von Bi animTnengenonTmen. Der. Duchadmltt der Folaibypenbuen 
von y ln anf aH* Giekdmngen id der Doxohedinltt von 5^ 
und 5a_„ alao der Punkt y alidn. Daher hat die Ldaong y die Mnlt^ 
plMtftt Eba, d. h. y lat ein elnfarher Sc hnittpun kt von Bi und S^^,. 
Datana folgt die Bdianptting. 

Von dieiwm Sati gQt auch die Umkehning: 

W»im y d» tinfmim PmM ap» Bi id, ao MM 8f ^ y ai n m Tmn 
faoUdfmtm, 

Dewela Zonlcbat gilt der Sata fDr HyperfUchen. Iat nimHrh y 
ein dnftdmr Pniikt dm HyperfliohB S^O, ao bat die flldchnng 
fl(y+Ai)^0 fßr pn—wiidw f eine Wnxael alao iat dia 

Ableitang 

jjÄ(y + Äa) — ^H(y + 

Air A«0 von Nnll vetBAiedm, dLh. die GMdinng dar Polaxbypv- 
obena von y 

lat nkiht MantkA ln $ csfOOt 

Nnn ael M dne teln f-dfanaoakiiaiB MQtmlgkMjkwIt und y ein elnr 
Mdier Punkt von 8f. Dordi y legan wireben Ranm dm Jf ln y 
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mir rirHiarh tJithAW . i wi t Bff n Schnlttpiinktfl mit M lolen 

Ä. In S,^r tgw» wir dnrch y efaun ^-r-n dar 

uidit enthal t. In 5a_r-i wM rtiHeBHrJi ein gBwflblt,<dor 

nicht durch y geht VeiUndet man mm eile Ponkte fno M mit allan 
Tankten von 5^_r.ii eo ohllt men oinai pra)ldenndea Kegel K» 

dnm T MqWmatfi paeh «Wn Trimlp dOT TCnMtanfwnrfUilnng ^olch 

»-1 tatJ). 

K kt eko eiiiB Bypecflfldie. Der Grad von K tat gleich dem Gnd 
ym M, ahm aUg wmrfna Gerade echneldet K ln nhwian vialen 

Tankten, wie dm VaUn- 
dnngaranm von ^ und 
iSe luiittpun ktemltAf 
hat >Vkhlt man dkm Ge- 
rade qMdell an, dofi rio 
dnnh y geht and ln 
ober nicht in 

ao deht maoi dafl y ein ein- 
farfiar Funkt von K tat . Der Tengnttalnnm von K ln y tat eiu Hypor- 
ebene dnrdi «S^-r-ii deren Darähacbnltt mit genan tat. 

Dreht mm S^~r~~i ^ V* nlme den Raum m vartamen. 
■0 tat der Dnrchiohnltt aller dtaaer Kflmne nur der Funkt y, 

A}mo haben die Tangectta Biy p ere bcncn wflintHchor Kegel K mit 
nur den einen Funkt y g wm e hiun . Atao tat der Dmcherhriltt dtaMr 
Tkngnttalbypenbaaai ein Uneaier Renm, deman Dinieniloa nicht mehr 
ob r betxigt, waa in bewetaen war. 

I 41. Schnitt von UannlgfaltlgkBlten mit aperiallen HjperfUcihen. 

Der BBZODTacha Satx. 

Ba nl C dne imdiiilhla Kmve, H eine oHgenMiiie nnd K* ainQ ipadeHe 
Hyperdldie vom Grade gj wobei wir aimehmen, daß H* die Korva 
nicht antbfllt, atao nur andUdi viele Pankte mit Ihr g"TWnnn hat. 

Bolan die Sdmtttponkta von C und H. Bel der SpestaH- 
denmg S-^B* geben rektkmatzan ln y^t ßb«, 

and jäm SdiniLlpunkt y von C mid S* erhllt bd der SpodaUdarang 

^ Gaonor: Xn «dna ]«ln Pnakt m von M iQo Fukto m da VaUodmigH 
mm vm m nlt ^.r-i b, Dadiinh Irt dna Kanvgnndm dd lnk rt, dte ln 
jMMTfahltmMdiTXto «rfat wkdkMa nnlghlUg hdtlf. PhDIniadiiii 
da BMiiaiiiihtalUifcXt; ilei da Ommtfadt da Poidcta g, U naflh dom Friadp 
da gWah 

f + 

tJhdpOi tat da Bb^ JT tad pmada XicndfaiatBiwalil fcda • ata 

da ln I II (D middUe g aa Y«iiii^ibingiiriii ftrttatadiBttte von Kflgda 
imd ii— i-i« 
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dne abdoDtig hwüniinto Mnltlplhdiifc, die irir db SükniHfttmMtmW 
von y sli Schnlttpiziikt vm C und H* rwmmt. 

Dit iti jdWf 

Beweli. Nach don Krltcrimn vod |88 gcBiflgt ea ai nlgm, dafi 
dia RnrrB ^KMidflTtf iwkRlum den Hyperflflchiai W nnd fluon ScWtt- 
pnnktoi y mit C fandndbal irt. Du iat ober klar (nnd wnrda in | M 
acboo bemer kt ); denn man oriiiU; dn aUgmeinea Paar rHm w Karre- 
qxmdoDS, indem man dnreh einaQ allgQaidnea Punkt; j Ton C die all- 
gemeinate Hyperllflche JET legt 

Cmm ebenao bofrelat man allgameiner. daB Mw S t k tii U ä$m d* 
dtfacflMdofialfii jNiww^f/dW(|!M^ wü i Ny^ar/ZdoMii k£ awr ^ witOUk 

^sUUu^ Pawil^A4 MAfwAbw wid darvA SpttUHwitfwit^ awe d^pwabaa 
ByptfflMtMtit aaddaMdda (pabeN waniMii umt aofi ^uüdiar 

rfa^l^anÄAaÄi Auch dleae VieHlariibaitari nennt man S e MH 

^MaüUiawfiU^dbAWtaiik 

Ana dla■o^ Tkbwdie folgt dn 

Dlmanaionaaati. Dtr SeMU dmr f mdM dWaa i- Ü n ma ionäm 
ATaMilii/all^iad IB wii abir Jd afoll^ MUhattM^w ByptfßMi)i§ B* wd* 
Aitt wr Baafatidiiffa aen dar Ditmution d~l. 

Bewaia G uetat, dar DgmharJrnitt D bitte dnen imdndfalen 
Beetandfidl 2^ Ton eber Dimenalaa <d— 1. y ad ab Pimkt von Ai 
der nicht ebm dar andenn itredndblnn BatandbUe Ai • • •» A 
D angehflrt (k B. ab aOgemobar Punkt von A}> l^ttrch den Punkt y 
kann man d^l HyporAeneo fopOi db D anfisdam 

nur b endlich vkilan Punkten edmeldan. Unter dknm Sdmittpnnkten 
hat mm dar Punkt y die Vkitiariihdt NnH Denn iPoonNdiie ange* 
meina HypafUdia iat und Ai>**iA-i idlgwnefaB HypenibaDai 
dnd, ao kmm mnn dfo wJaticnatrenB SpedaUerung Jff C? 
b livd Schritten vamabman: Zoant ^jariaHdart man aodann' 

••• m.0' Bel dar eratan SpadalUannig gehen 
dto Scb nt ttp u nkta ^ von If. N, Ai'>'i A-i bi Sdmit^^nkte 
C«....,:« von K B*, A.-‘wA-i. tleo von A A..... A-i 

Aber. Xabar dfoacr Punkte auf Ai dom A bat mit dm allgBmaban 

By^Mrfllchaa A A>t Dimanelookgribden keine Punkte ga- 

mateum. Alan C*** aOo enf dar VaretelgniigA +•••+ A< ^ 

bMbt aber richtig, wenn man mnnnefar Af«» A-i m Aii*>i 
^MaialUart (<4, C" gdMU dabei in Punkte y^. .... yA «bar, die 
anf A+ ' ' ' + A Ue^i und unter denen dabar y iddtt v n i kommt — 
Andannelti aber bat irb iHr gemban haben, jeder SdmUtptmkt y 
ebe podtiva MnltipHirftit Dar Wteanpnudi bandat, daB utpon An- 
nahme folach war. 

Der eben benalaiana Dbundanaads lat ab SpwdaHatl ateea aH- 
g wn e li > M en Satua (Iber den Sdudtt von pnvei Mannigfalt Ighniten ds 
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Dhnendonfln f mid e mit r+t>f», der eher mentUch adiwlerlgor 
Kl bevdm iit'). 

Uhien mm «nm FUl dnm Snrva, die mit dncr HyperfUcfao 
geedmlttBn wiid, imftck und b e wc liBn dm anf Fall.beifl^iclien 
Jiiuumjtiii Sflüi**.' 

DU AnaM dar SekttiHfmnM» aUur UraduaU l m Kurm C vdl dnar 
alfjtmtfnM HyparflSA» H id ^aUk dam PrtMd gy dar Gmdmhiam 
aon C md S. 

Beweli. Man betndita die irrodndUfl K ni ra ap ondimx, die jedem 
Punkte y von C alle dmdi y gehenden Hyperabenm v nundnet. Ein aU- 
gemehea Paar (i},«) der SnaeQxmdmxahfljit man entWDdnr, indem man 
dnrdi einen aflgemrinnn Punkt lymnC die allganalDateHype r ebonelflgt, 
oder hvfam man von einer aDgamofaien Hypecebene « amgeht und iBr 
iigeadeinea der Sehnit^punkta yoa u mit C «fthlt Ana dar ardan 
Büdnnginete daa allgemeinen Paazee (17, «) erdeht man, dafi die Hyper- 
dMOB ff die Thngenta der Kurve C im Punkte ri nidit enthllt, aondem 
mit ihr nnr den Punkt gemainaBm hat. Dajiwihe gilt fnlgWrii auch 
bei der aneitsi EneugmigiweAB einea aSgeziiBinm Paarea, denn dio 
algehcaiacfaepHig wn a Rh a ftnn daa al lgem ei n e n Paareadnd immer dieaelben. 
Alao folgt: Eiiu dig a m t ina Byparabaita hd mit dam Kara a mf am g a nta u 
im Aren S tdm ii^mMm mii dar Kmaa C ja mir aimam P mU U gamänrnw. 

Nunmehr gehm irlr von der aUgemelnm Hypeiflidie H durch 
raiattonatraae SpedeiUnrung an einer anlrhwn JB^rporOldio H* flbor, 
die ln y voneinander unabhinglge aUgen^pine Hypenbanm Zf. ...» 
loiflllL Die Anahl der S duiliipun kte 17 von C mit S* iat afüeiÜKr 
glddi gy. Die VleUidiheitm dieaer Sc ^tlpu nkta 17 alnd einecaoibi 
poaitiT, andareraeita ahm nach dem Kriterinm von |80 anch nicht 
grBBer ala SIna, da aonat der Thngentialzinm dm Kurve im Punkt 17 
(v^ |40) mit dar PclaxhypardMna von 17 ln beeng auf H* mindeatena 
eine Gemda gemdnmm haben mflfite. Iat 17 ehra ein Punkt von Li, 
ao iat die Folarhyparabeoe von 17 ln beeng auf H* miA und 
mit der ThngoitB der Knive mir den dnm Punkt 17 gemefnaun. Aho 
dnd die Vleibdihelten der Sdudttponkte 17 alle flTwWi Blna. Nach 
dem Prluelp dv Sdudtnng der Anmhl lat mm auch die Aniahl dor 
Sdmittponkta von H und C gleich gy, was an bew dam war. ■ 

Varallgemelnerong. Dar DmäaolmiU ahur irra d maS b lm M am ig 
fatUgpaU M warn Grada y arU akm a Ug ama iaa m HyparflMa aom Grada g 
kai dam Grad gy. 

Bawela. M habe die TMnM>An Dundiaalinitt mit H alao 

die Dfazmalon d~l. Schneidat man M mit d— 1 allgemeinen Hyper« 
ebenoa, ■> ohllt men nach |88 «ina Inedniihlo Kurve vom Giad y. 
Diem adme idet H nach dem Biaoündben Sati ln gy Punkten. Abo 

^ SWm R L. t. p. Wannpr! Xer iTphritohw OoMtrh Xn. Aan. 
Bd. IIIL 8. HO. 
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ictmoldet der Dnrdiflchiiltt von M und H dnai illgmiidiiaa Uneuv 
'Rmhh in fy Pimkton, vu ko hmH/ m war. 

Wledortiolto Amrandnag aglbt: 

Dar Dtm kt ckni l t titm if mi tu Mm i iimMtionalM 
wo» rtituiwrion Groi y mU k ^4 §UgtmiiHtH BypmfUkkm won 4m 
Groim hol 4m Gro4 y^i^ ...«*• I» h^4 ftoMf «r 

oho om ytiB ^ ,,.»4 P i t tih im . 

Geht man von dm ■Ugomoiiiai HyporfUdim n dm 

iporinUm Hyporflflchan über« m mflge ^ Darcfaachnltt 

ln die iirodnaihlnn Bertandtrito J|,...,4Mrimaa. KafaiBr 
yan Umm bat cdno Dfananrion <d^A. Wb nabman an. daB da alla 
genm die Dlnauidun 4—h habon. 

Wb ivüUan nnn dla VhifoekMl odar SnlmMmwl^pÜ^tit einaa anlahm 

tyr w^n^lm i TW fanHhJ« T xrm Atr r Mmaiulfwi d^h Hw fl nWwn Zo dam 

Zmck nahmen wb nodi 4~~k aflgnmidTie HyperdMom Ii. . . .. 
hfaun. die 4 bl 1 ; koajnglartai Pnnktan T-hn^ilm. Iigaadeliier yoa 
Mßmm Schnlttpimktan mdga ab Scfanlt^mxdct mn Bk, 

dlo MnltlplMtit/i; haben. Dann haben' alle knajiiglaim 
Sdmittpimkta dlaidbe Vklbcbhatt ft,, Dlaae Timnm idr die 5chrftf 
von 4 . 

räo Zahl & lat dloAnmhl derSdinlttpiinktavDn4ndtZi, .. 
alao dar Grad von 4 .. Dia ft n «™ dar WaUhcfabattm ollar konjiiglmton 
Schnlttponkto mn 4iAi'*'iJ^-* bt obo lat die Stirnme der 
Vfadbchhdtan oller Scfanlttponkte von 

AnderaneÜi lat dleoe Summe i^akhyOLab... Oft. Abo&dgt: 
DU Smm$ 4ir Groäo im htwi miB m BoäomihiU im SwMttm 

im GroioMm woh M fMd £ 1 .....^*: 


Hea kam dlaM Sita aam ivd THrtitan p n Un . 

kaoB oua da anf mohrfiuh pn^mtlva Baana flliatniia, «b M la : 

Goanatitol. ICath.Aim.Bd.10iL aUlpHhflkfloka. Samn 

i fpHBhfri n jaMitw« van balkUiv Dfanonlm !■ pn|)Atlwi S« nn 
kL Zar Gaanatria XIV. Uatfa. Aan. Bd, lUl & 01B)< 

Aid^iba. Dia Vtalbobkallm dar hndorfhlan /kialHtiaafaadtalla 
»fl«»- iMn M laant ndt Bi and dann dla atnrfnan Rnhalt t h a 

mltHSidin^ati rind dkaalban w|a flm VMfaahhallan ala DiMaiiJL ^ da a Dnn^ 

■brntaJCH'i^. [TleailBmnHinrli ala 1 Ma tlimhlMarank 

(ff»i gj -► Wi «ü bann aaeh la twii BululUm iiai^itmiaan «enaoO 

Dar AmdihiB dleoee Paragnphm an dm friümou 1 17 wlid dnidi 
rinn foLrandm Sati beiwoalallt! 

ImFältmohrwbmwKonmil i mm m ihitoaktll iofM^Mm- 

fhätOm im S ä MUp t m i h mU im j^änrn iofioimtm . 

Bewelo. ZonOchat die ebie dar beldm Xnim dne aD geniflin e 
Kurve H dea betreftodm Giidm. Die Amhl dar Sdndttpankte lat 

li 
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dum nach dem fai dlem Banignpben bewiaKDen .iBisounchm Sats" 
^flkb dem Produkt dor'GndBUsn. ]>ieSinmiuidflriifidi|17defIidBrtaa 
SdndttponktuniiltipUidtitan iifc abor Bsdi gifdch dun Produkt dar 
Gradshltti! ilao zDflBSu dfai MnUpUiitfttflii glaich TOn« nlii. Dia 
WM* |17 d aflularta . Raaoltanta hat mnit folgaDde Fakhm- 

■HiUgimg loit dan Kiponantan fflna: 

(1) 

» 

Gabt nun mm durch ntatkatreDe SpeaUUanmg von dar allgDiiiahiaQ 
Eizr?aHco einer ^u^bDoi KnrvaR' fite, ao bleibt dla Faktonariegimg^l) 
■halten [v^ die fuilataarhe nda Betzachtimg in 1 88, Fbnnd (8) bla (8)]. 

Alan iri niTmi iWa ilnrrfi S pudatlali« iiiig ilaftnlartan Ifii lfl» 

pUiitfltai mit den ana dar. FaktoRarkgimg von R{p, f) barvofgabonden 
llberafai, uaa in bevp^n ipar. 

Zmn Schbifi b e w al a ea wir noch den Sats: 

Sind / ewdf R a nwia fMcIas Ofwim, «mi itnm iU m$Ü$ faftg itidU 
iU tnU) hM wird mif dm iimditiMm Mi, ao a Um m I 

dm DmtkaeJ m tU aemMf mUdm Hypmflddi» f^O ganmi ^^hmii^ mU dmn 
Dmakmimttt m M mU /+f**0, mtA waa dU Viäfadüiäim dm 4m~ 
fffffmdfrffi hairtffk 

Beweib Mi bebe wieder die Dfaneodon d. In den Punkten von Bi, 
wo /«O iit, lat Boeh f-^g^O, und nrngdohrt, denn f lat Null anf Bi, 
Zar DeflnitWi der Vldächbeitai dar Ixicdindblen Beatandteils dos 
Dnxcfaadmittaa ym Mi mit /«O beben wir wmärhmt 4 — 1 ibgameine 
Hypsdunen Xi, . . bhunsanefanien und dann die ByperiUoho 
/■riO dmch ^Mrialialanmg aoe afaiar aUgemeinaa HyperSi^ RmO 
anfatahm sn laaen; die zelatlaDatniiB S^MsUhdermig der Schnltt- 
ponkto betet dann die geancfaten VMtichhaitiBi. Dehmaa mm die 
SpeaUUenmg in swel Scbzlttai vor: soezit k«Ba wir R in /+Af 
Abogehen, wo X dne Dnbeatininita iit, und dann qieaiabaleren wir 
l-*-0 oder, wjpm wir /+f statt / haben woDan, X-a-l, Der Durch- 
aefanitt wm MC mit /+Af «0 ist, als Pnnktmange, wied« damlbe wie 
von Jf mit /mQ. Ite (von X imabhftnglgen) Sc hnittpun kte von Jlf 
udtlxf /+Af 0 haben fPr ■gnbaaH^te A gewtee Vlelfiieh- 

lidtiei, die ala BapoiLMiten in einer gewiaen Fbktaneriegnng b a atlni nit 
werden kOniwn nnd die daher keine Fnnktkmen von X, aondeni ganso 
Zahlen sind. Bd der Speskllitemig A->-0 ndiw X->.l kfinnai dloea 
'Wtehheiten rieh nicht Sndeni, da de von X gßx nldit abhingon, 
Dazane folgt die Behanptmig. 



Slebentai KipitaL 

lineare Soharen. 

§ 4L UnnUIP gnf Jitfmf Mi g a hf t a wimn 

«I dno iirediidlila^) iJgQbniadifl Ifmmlghitltftott mi der 
Dfanoiäan i im Runn 5^. Unou« Sdiar von HjypKllichan 

0 ) ■ ^^i + üi^ + '-' + ^ri^r-O {riO) 

■nl mn Twrhaffiwi, c^aH Wfaa Hyparflinha dar Sehar dia MaimighlHflfcBrt U 

ipni onthfllt. Dflim die HyparfUriw« (1) am M ^miaaa 

Tdfaouniigfeltt^DaltaiNivniidarSfnMmlond—l aio. Dto trradnxiWfr 
Batnidtaila vuo |41 mit goviBen VMitadihritan (S ehnlli- 

imdtipUiritAtaQ) n vmhan. lABt man ügf . . ., ür vaiüem. ao dmth- 
Jlnft Ni dno GoBmthdt vtm liannlgiaiti|^tsi| dla man afne Um&ra 
Sekar von dar Di m stt a i < m r nomt. 

Dlo obiga Dallnitk» viid nnn iwarlmilfitg noch atuai eradtart. 
indem man si den Vaimlg fa H wn noch beUafaigB fade (von dan i 
tmoUiBnglga) anf M gelegane Manni^ti^tMi von dar gVdnhmi 
Dfaneoakn belioblgaa (podtivan oder uqgaliwu) VlaUidihdtai 

hiimifflgt Trd*r f mJkawAwia tmta Tl— tanfttdla von «agUBt 

üm daa ptliitfr m Immo, daflniBan wir: Stna Suiiiiiia atm Ina- 
dnsQdan Mnjtnig fnlti^dtm Reicher Dlin e nalon , mit podthran ods 
EHgativan ViaUmhbettan vanäan, heifit aina airtu t na Mmmigf a Ugkaii» 
«anri die yirffaghh gftm alla podthr, ao hat man afaie affaUha Mm m ig 
/tWfjWf Jade Mmg a ym aOBlctl^ Mannigftütighdfaai bedtat oina 
(evantnell laara) jamainama TaOmmmigiaÜi^laU dsadban Dlman- 
dmif brntahandana dan allanllannig&ltJ^DdtendarHBngagaroeinaBiDan 
Inadmlblan Beatandtallanf )ader iidt dar niedrigatm yidfarhlydt w- 
aaboo, mit der er in Irganddner dannlgfdti^PBlt der Mmga aori m n un t 

Dia grSfita gamafaittxnB TeOmannigUtigkdt.Bllar dordi die Eypor- 
JUdiaa (1) auf M anageadmlttaiiDn SofanittEDanoigfUtlgkBitan Ni ad A. 
Safari: tnan dann Na^il+Ci, ao bOdsi die C| Nn aa n 5cliar alna 
/aale lat weiter B dna beUdiigB vlrtneHa Ifannlgfaltigldt 

vao dar Dimonakn d'-l-anf M, ao bUdao die SmmiMBi B+Ci die aD- 
fptrruinmtn Uneara Sdm mit dan fa a tan Baatandtafl B, Nach dieaac 

>) Dto tw iHfn n da ImtedblUltt laum aan rach JUlai koea, ymm maa 
dbBfl|Etib«tvuudaBattrL VgLdanF.SicmtTTiiBacmiauEpodlrinnha. 
Man. Kok Aanal. dHalk Bd. I (Uld< 

If* 
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TVflnWnn Uonoa alio Bwfinrtfnfl e mit negatlvm VlelCuliholten imr 
in fortoi Botindteil B, nidit ln dam ^vfinderiidum Tafl C| at> 

hnlfwn ■rfn. 

BelipLal 1. M Mi eine ebenn tnhiMhfi Kurv« mit Doppolponkt. 
Die Hyporflldien (1) Mian dk Gandan dnzch den DoppdpiinkL DIo 
ifanrrf^ifi flfc H W wn mi dsm iwolznil goiihltän Doppolponkt 

ond dam bewogUchan Funkt Q. ecbaltan nach Woglaanng des 
E w p l ii m l goiililtan Doppelpanktai aina Unaare S^hwr (duia feata Baatand- 
tdOob Elamenta dlo afamlnan Punkte dar Kurve «IimL Der Dc^jpo]- 

puzikt «achaint mefanal ab Elament der Schar (ent^xocfiond den beidon 
Doppdpunktatangantan). 

Anf einer doppalponktfiraleo abenen knhbnhen Kxuve bt eine adcha 
UneanSdiar ana efamfaien Punkten nidxt md^ich: daun mnn die Hypor- 
(1) den Grad m haben und 8 Sdndttpunkta mit der Knrvo 

fakgehattan nvden, ao iat nadi 1 94 dar 8 tfi-ta Schnittpunkt eindautlg 
beatfamnt In db a nm Fhll bedaht abo der bewa^lche Teil Ci afaur 
ilneonn Schar ona mfaidartena sml Punkten. 

Balaplal 9. AT ad d™ quadzatbehe PUebe in Dia Hypor- 
aelen Ebenen dnzch eine Genda il, db anf ^ PUcha Uogt. 
Db heddiim ana dieav Geraden A und nodi 

dner vsflndodkhaa Geraden C|. Iat 94* ein Eegd, ao dnzchlftuft Cj 
aDe ErBugenden dea Eegda; bt M kein Kagd. ao duichlfinft C| dno 
der beiden Gsadenediazan der Qnadrik Jb. DIeao beiden Garadon- 
idiaiaa dnd HanmaA lineal« Sdiaran. 

'^r baen ■ nun db YnraiiMnfiiing, dafl keina Hyporfltcha dar 
Schar (1) db Mannigfaltigkeit M enthBlt, fdlen. Ba mflgon otva t Unoor 
unabhängige Fünnen dar Sdior (1) Jf enthalten. Wir kBozum annehmon, 
dbaa aebn -Fi—i+i».... Dann hot jede HyporlllGha (1) mit 9f 
pnan denaelben Dnrdiidmitt ide db Hyperflfldw 

(9) + + 

denn der Raat dar Summe Unkar Hand in (1) wird Ja NiiH* onf Jf^). 
Db Hy pei Indien (9) achndden ana M aber «Anm lineara Schar von 
dar TVmwnAwi f—.t un. Abo folgt 

Sata 1. Eiti» Knm Fonmtektr (1) erw dar DimtmioH t, hu ür i 
Nimm fwem k i ifa Famm U a n b e i fa», anbiafdd tm M äm Unmn 
Sdm «oa dar DirnrnuUm f — i ent. 

Db Dimanaloa r ainar linaenn Sdiar fatp» diitT»>i innere Klgoii" 
anhaftan dar Sdiar diajikiariataiL ivardoni ob hingt »bn nicht davon 
ab« dnzch ivdcfaa Hyperfttdien db az^eadmlttan «iid. 


1) YiL dB khrtM Bab'b |41. 
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Bl Hi nBmUdi Pi dn Kddur Paukt von. Mt der nicht Bubpankt 
da* Hjporflldianicbir (1) bt. Sndit nun im der fieh«- dbjmlgm 
UumiglBmgkelten C| die doa Punkt mihslten, wo hat mm 

in die GMrJnmg (1) den Pm^ Pi ehuontun. Du eigfbt tinm UneerQ 
Gtoieiinng fflc die Pinmetar ü«,.... jlr. ibo dne linauB T uflThnr yxm. 
der Dfanndon r — 1. Wlhlt mia mm «fagn i p dlau Punkt der nkbt 
Buiiponkt dieier Tdlacfaar M, und llhrt ■> fort hh P,, h oriifllt nun 
idiHaflHdi dne Tdhehir von dar Dfancndnn 0, abo dn faa tei TOmmt Cj 
dar uqirtn^ichen Scher, vdchoi db Punkte P^, . . P, allo entfallt 
Abo Idgt 

Sets 1. DU Dimemion r dm yei a rwi Sdner id |McA äer AiaeH 
im wißUriicMeft Pmüd$t imtA Üe ein Slemeni iet Sekof tutfiwii üd. 

Folge. Die Di m eneio n einer Ün e m e n Salar eon Pmüä p n ppen onf 
eher Kmee iei h ö r k de i u ^eiek 4er AnmM 4er eeriäUen Pmkle h eher 
Pun k tjmp pe 4er Seker, 

Jm falgmäen besdebne A efaio Seihe von Unfautfamnton ..,,Ar^ 
Du ngohdrige Tgenimt (biw. P+C^i wn db Scher fade Be- 
atandtefle B entfallt) helBt du iiOi| 0 Nd<f« Btemeni dar Unouen Schar. 

SatsS. Ehe Une m e Seker whi 4nrek ikr ellimuinm El em e n i 
kedimnUt m t Mih gig eon 4er Fe mmeekar (1). 

Bowole Durch Schnitt von M ndt efaion aHgandnan Uneaxen 
Sanxn kann db Dhnandnn von M m Eins, db Dhn o n d nn von 

B-\-C^ wo. NnB und db DfanmaloD hgendelnu qieibnen Taanmn iw 
B+Ci dar Sdiar dxmfdb su 2iciU endedilgt vvden. Iit aber der 
Schnitt v«Hi B+C| ndt einan aUgemdoai linoaim bek an n t , 

mnimt A\n Ifawnl^alrigfcwtfr rnnrh TwfcaTmt Ukmen im 

iilao vdbtlndig onf den Fidl dnv Kurve (d^l) beachiflnken. Damit 
bt abo Sut« 8 suifackgufOhrt anf den folgmdfli 

Sets 4- Ai^ eher Kmee M eet ehe Utmre Sher gegeben: Ar e0- 
ge m ein e e Element B+C^ ekeneo wie jeim ep e ei e He Elemeni B+Cj ehi 
ofeo 2heib^gwppen fnedUhieneieneU MmmigfeUi^eBenJ eetf Mm Dmm 
ghm 4ie PwnkU eon B+Ci darck 4ie fehHöndrene SpedoBäenmg 
A-e^X mu 4en PneMen eon B + C^ kereoTm 

Bowele Wir utien 

Fa + 

Fl + +kri^ 

und ventehon pntar F idn» aDgamdne Fonn vom gldnhen Grad vb 
l^ondP^. Db Yielbchheltea der Punkte von B,! (du Scfanlttu vcD Jb 
mit P^) waren dnxob db xditbnatnoe Spublf die img F ^F^ deflnbrt; 
obonao db VklüBchheltai dar Punkte von Ng dnrdi db SpeabüdHung 
F~^I^. DbbtxtareSpeiblbbrungkann ln nral Srfirittan v ag enonnnan 
wecdrai: F^^F^ und F^-^Fi, Abo gehtB^ bol der rahtjanataeoen 
Speslalbbnmg 4*^1 gnod in Ng fiber. Du faUbt gflltlg, wenn db 
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fcrffw Punkto Ä ivoggoliMa mdm tmd irmn nsuo Md Punkto B 
htosiigBfDgt vwdai, <fann dkM f eo tea Punkte bUbon bei der rdntinno* 
treoen SpmdaUBlanmg einfach nngetndert. Ako geht B+C^ bd der 

wJnHriai i Qj«— iiitg il— ^jl in B'^Ci flbBT. 

Die lineoie Schar, derai allgemdnei Elamait lat, iHid mit |C^| j 

D 0 BBOIDOX* 

AnlialMtL L StM Unouv e»*** fce tioK Kerre iifc 

fandiudbls 8 j p Un i tih MMiirighiti|fcrfl«i Im Bfamo von 1 IT. 

(Man h nab » SOta 4 md dia ^^**e*'* aon 1 81.) 

1, UM»* Umbio Sohar voi (d — l)-dlinMana]oa MuniikttldkMtHi anf 
aln timilinttilM Djaimu Im filniia von | IT. (Miu baualia Aal^ba 1«) 


Mit jeder elMtÜv an ÜDeoiaa Schar |£+C^| irt dne algebcaiacho 
SamqxxidaDa a e lab en den Pazazneter^verten X nnd den Ponkten ri 
von £+Ci vQcknflpft. Am leWiHwten lat daa diHnaehan l&r die lineare 
«Mmr der voDattiidlgen Schnitta vnn (1) mit Mi die logebflrige 
iit "imiigh duzdi die delofaitngaa von M 

und dsEoh die Qeidimig der EyparlUfihe 


Wir laman mm «nnirfi^ ahwnal aBa Badapnnkte der EyperHAchoti' 
achar (1) ante Betradit und venochen dann, alle ttbrigea Paazo dor 
Kamqnodani ana dnem aUgerndnen Paar (I*, £) an gmvümoo. Zu 
dem Zifedc ad f ein aBgöneiner Fiinkt von M uod X* die aligooiBino 

Td r ng der H i M T wn fTWiJiiiiig 

(fl) # i^(f) + • ■ • i^(f> - 0 . 

Nun ifird beharqrfet: AB» P§m» (l,9i) dar danol (8). (4) iffimiertm 
K ermp o nimM tfB» ag< fifa) «0 aM, dni f^Ho ninm SpuUdi- 

dan wia w im tUgmttinm Paarm £). 

Bewela. Ba ad eiim Wenn dne 'P«i«rt«n JETCl*, 

gilt, ao a el a en wir darin 

p, »t^ W+--- + * W« > 

dn; de.iat denn identiadi in ariBUt. Nmunohr emefxon 

vir den aflgemahiBn Fmikt { ton M dnnii ah« apeaUkm Pimkt 
SddiBEDichnBlam wirir.....ir dTifdi;(i V Wegen (4) lat 

-AW 

alao kann man die Snbatitntkm nndxtrlgUcb wieder rflckgfliiglg 
m a nhm . Ba folgt Somit irt (1,^) dne nkttanatcooc 

SpedaUderang von (1* D. 
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Du BllgiBicliio Bur (1*. {) dflflnioit dna irrodndbie KornqiGodmis ft. 
Jn diur KoniMipondBni entspricht efaian eüfBOMiDBQ Ptn^ A eine 
idntlr irrediulblfl VnimlgBaJHj^t PnnktcQ if, vai der Dimenricn 
1, «elchfl nodi dem tbea Beiriounoa aUe ^ Pnnkte yco 

Nj""A+C^ enthftlt. die nicht Butapnnkte der Sdiir ( 1 ) dJq. 
jfnigDD IiiwiVimIViUii BeetsiidteOe vm ^ 4 , die am Tmtwr anirhrn Beria- 
pankten be rto bm, lind iert, atao Bestimdiene von A, Die flhilgBa 
iiredmiblen Beetandtslle von And alle mrfi dwm oben Geauten 
tn einer olnilgcn imdnaiblBn Kaimlgfritlfl^t von der Dtmenrim d— 1 
enthalten, alu mit dfenr identtach. Mithin bertajit C 4 nur am einem 
einrigen Ifiedmlblon BeatudtelL ' let weiter S ein aUgemetner Ponkt 
von Cj, ao kt (il, 3 ) ein aOgemdnai Bur der EomqnideDx ft, du 
ln allen algebnÜKdien BigeoidiaitBa mit dem Bur (!*,£) flbsnlD- 
■timmen mnfi. Damit lit bewieaen: 

Sats 8. Dm äB^tmdtu SU mm U C4 änm Unmrm Sckar oln# fmk 
flsii e i i tf e fl i ik HkUk mm KBrfm lC(d) ü r r edi aftrf . lüSdf ffl(giefay 
PtmiM mm C4, ao äimmi in Pm iufmm (il,2) k «0ni '^pirmiadimi 
E ig m i ul kft mt mit im Paar (It*, f) W a w^e . Ha let alao gern gleWigfllHg, 
ob men ant alnen aUgemefaien Bankt { ^on if «flhlt nnd dnzch diaun 
den aUgemeinsto TElwmwt Cj« der llneezcn Scher jC^I )egt. oder ob 
man vom allgemriiluai Tgwmant C4 der Sneacmi Schu anigeiit und anf 
dioaem einai allgemeinen Pnnkt 8 wihlt. 

yhiwi TMtn iirm dem aUgomeinai IP**"*"* C4 n iigandeinem 
apeeiellen ESemmt Cj der Uneazon Sdiar dber and beweiui: 

Satsd. DUimtkin 8 l§mrinmmmi{f^*,f!ioim{ 4 , 8 iiafiidmk 
iminUU Xonrnponimm ttehkdftim Wmt X gnm iU Pmk» «m 
MS. DuhfiBt ein: Ein Bur ()L 9) let dann and mir dann eine zeiatlana- 
trene ^»ikliäerang von (d« ft), wenn 11 ein Punkt von Cj IsL 

Bewela 1 . i^aei ein Punkt 'von Cj, alao ein Bankt etnuiziedmdldsi 
BoatandtaOe Ql eon Cj. ^ aal ein ellgiinBiner Bankt vmC}. Dennlet^ 
gIdo relatknatreno SperialMwnmg von 1^. Ea gooflgt alao an bewebeo, 
dafi oIdo nlatknstnop SperiaUsaning eon (d ,£0 lat 

Man kann iy* ela SdmlttpQiikteonCi mit rinama llgwnrinm Uneeim 
Ranm eihaltai and ■h—n 8 ala firiiiiHipnnkt von C4 mit 

Duineh den Schnitt ndt wird die Dhnieirinn vm M 

anf 1 zedniiert: M geht alao ln eine Kam Xi dber, anf dar dmA die 
Hypvilldien ( 1 ) elm Uneoze Sdiar von Banktgruppen anageadndttBn 
wird. Nach Satxigrirt J^^uddePanktgrappedkaar S^dnzrii 
zeHatkinstieoe Siierialiaierana am dar aUgemelDea Ponkigrutm der 
Sdur hervor, Alao lat (1.1)*) and damk onch (a; 17) eine zelatlanMz^ 
Spmlallaierang von (d.ft)f 

8. (i«) oel eine relatknatraoe %)edaliaiBmng vm (d.E). Dobel 
kann'f wieder ala einer der Srirntt^nnktevon C4 mit einem aU g anwin a n 
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iliwr wn •Rinim cddlrt wonlfin. wir logen nun nidi dnreh ^ 

finttn Unaren Ramn der Ng ma ln endlkh vielen Funkten 

■dueddet, I.B. tndam wir ^ ndt n — 4+1 oIlffaaiBfaiea Pnnktan dm 
Rmmaa 5^ vortiiideni Dum hit man, wie leldit anric htikh , eine relap 
tl o n e ti eoe SpeeiaUdennig 

(iljJ?, 'Sl-j+O* 

Sbd alle S diuit tp nu kto von mit lo kann 

man iH<— ndatloDitrBaB Spedaiiiiennig n eber ebenw J chen ^wriaH - 
ilannig ■amtHrfwr Scfanlttpinikte: - 

iA» • ■ -iÄ®) -*•(!, ^ «itW 

w fl iiH u iii. paM lind Rd), . . 3^ die Lfiaangan dnee Nonnalpnfalenia, 
indaailimd5^_4+t als Daten etngelieniinddaa'Biidlxnadi der Speaiallr 
riflumg [A* 5^-s+i) mir endUch vlek Lflnmgen beaitst, 
da nbnUch lfg ndt mir endlldi viele Sdudttpunkte bat Nach 

liiOTi Hauptets von |88 Ist ahn die nAathmstieiie SpedaUelonnig 
oDdeatig beatinnnt 

Wir Wirmm ide mm in iwel Sc hri ttan vomeihnien, indem wir snent A 
in jlmal dann 5^_4^iln •S^.g^ifibergeben bsseni Belm eisten Schritt 
flwhm nach So fr« 4 (engewandt auf die Schnlttkiirve von M ndt i) 

die Scfanittpankte von mid in die von Cg und flbNBr. 

TWm Mw e ilnu Sdiritt mteen die iPtmkta von Cg ud Cg bleiben, da X 
nicht mehr ge än dert wird. Also thd idhntHdi Punkte 

von Cg\ imiimandera kt ein Pimkt von Cg, 

§ 4S« Lineeni ai4io< i *in und ratloiiale AbbUdnngen, 

Die hervorragBide Wlchrigfadt, die die Uneaien Scharen in der 
algelniBchen Geometrie b ea Ha en, beruht ln erster linle daienf, dafi sie 
latknale AbbDdnngen ven nlt tdiL 

Betraditen wir s ner a t eine eindiinenidnnnle lineare Schar |C^| 
ohiM frffrn TWHwidtHni^ die dmch die Focmenachar 

( 1 ) + XgFg * 0 

definiert «arden mflge. Ana (1) folgt, wenn ein Funkt von Cg lat, 
der nkfat war Dakwiiniiiilgfalrigfciitt gehflrt, 

<*> 

Zur Uneaien Schar gehflrt ako eine raÜOMaU FmkUom mf M: 

(I) 

die natftrUch nnr dort definkrt kt, wo ihr Zjhler imd ihr Nenner nicht 
beide verachwindea. In a hmonde re kt das für }eden a H g esnfllii e n Pnnkt 
von M der FklL Dion laünnale Fimktlpn vemdttelt eine Ahbfidniig 
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von M Aaf fdno goradB TJnlc. Ist der Nannv Knll, dsr SQiHW nldit, 
ao irlnl dar BQ^niiikt dar imdigBQtlldifl Punkt dar gnadtta TJnliL 
Dar Ort dar Pnnkta ii van M, ln dnon die FimkHmi f (^) eüun 
barthnniton Wert 

X ^ 

o m i t i M int (dar andi oo aoln kinn), irt genula db Mimirifl fiiH gitrit C|: 
dann dioaBT Ort wird dnrch die GWahimg (1) gqgebeo, wobei wlodor 
die Ponkto mit anOer Betncbt n laaen rind. 

Ift I. B. Jhf oiiio Kurve, lo fad f (ij) eine latfanale Fanktfam anf der 
Kurve, dlo ln Jodom Punkt ndt »ndiHMi vielen Anmelnnen «Jnwn be- 
ednimten Wort nnnfanrnt (Dnroh Hennilelmng des 2!welgbegiiffii kann 
man dien Anmnhmai ngar bmeltlgen: anf Jedotn Zweig iil ii imt die 
Fonlttion alnon b oa tlnm ifaai Wort aa) Fttr bete 1 hat die Funktion 
«wdlldi violn jUStelk», in daian do den Wert jl ai i nlfni n t , nimlldi die 
Pnnkto der Pcnkt g m p po C|. Wenn X varUert. dmebUiift dleoe Fonkt- 
gmigw dlo linenze Sdiar |C^|. 

Jetit gehon wir lom allg(nnelnaa FWH efaier Unearen Schar |Cj|, 
doflniort dnrch dio Fcamcnachar 

(4) + ^ -^ + • • • + ^r-^r “ 0 

Aber. V^r fauvm nmAdit wiodor alle Funkte von if, in denen alle F, 
Noll worden, onOer Betnuht; damit fallen faadseaandere die baten 
IVahindhinn dar dnrch (4) dalfailertm Hneami Sdiar ani der ünter* 
■oefanng horaiaL 

Stent wuiTi nnn fflr oinen Punkt ^ von M dlo Bedluguiig auf, dafi 
du Klement Ci (Ion Pnnkt if enthalt« aoH, ao ohfllt nun eine linaara 
Ooldinng fflr Xfi 

( 5 ) + 

Die Koolflalanten dloeer Ifnaann GMdning kflnuon ob Koordinaten 
M finfi ihinktaa if im F«ninn Sf an^efiifit werden: 

(6) (/" 0, 1, . . f)t 

Da (0) liubaatHidan dmnn dmrroU lat, wenn ^ ein afff a w a laar Pnnkt 
V« bt, nnd dk dnroh dkl Abfalldnng oinu aOgemeb« Pnnkbai von Jf 
' efaio mtlonalo AbfaUdnng flherfaaipt beatfanmt bt, eo deflnlert ^ eine 
Mbeab A ftWtf aiif eoif M Ai &• 

Um db AbbOdnng rechneriadi d b e eliun u eu , maß man db Foemaa 
, , ,, F, konneai Fflr db gaom et rii cb B Buflrnrnn ng der Abbfldipig 
genügt m aber, wenn man Ar jeden Wort A db Mannlgbltl^Blt Ci 
fannt; dwfm dann kann man Ar jeden aOguneinen Pnnkt db A den A 
Ifaiean Bedtnaimg doAr anbtoOon, daß Ci den Punkt iy enth l l L Znr 
FAtl^ong dar Ci genügt aber nadi 141» Sata t, db Keimtnb der alti 
gomdnen Kksnanto der Ifaiaar« Soiguri Abo blgt: 
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Zwii Umtn S eta rm A/Wvm ä/näta AtUUaat, wma ihr» rit- 
pauhm OaamU «k» Wifaammt ihnr fmlaa BnlaaHaOa aiil~ 
tituHtilw AiwwfoiiAiMiiWa 

Van Snts gilt mm tudi dis Umknlinnig: IVinh Mttd Un§Kf§ 

Sekarm ÜmäU AhUimi «m JUf ^ S; w f tim m§ n tU, w» 

fnita BaAaaMaftaa nZgHMikiMf 

Bawoli. Die bdden Sefatren mim dnreh 

CO + 

W ;UG|+^Gi + -**+^Gy-0 

g^riwi. Die enfeprecihm den AbbUdmigeo 

elnee ■l^ jamirfnitn Punktfli ( f nm M nrihm fl^ywrw^n^Hmmwnj 

d, h. ei mnfi 

i'.w : iiffl : • • • : frtf) - G.® : G.(fl : ■ ■ • : Mfl 

getton, odv, wu duBelbe lat, 

tf -1 f). 

Dlesi ftr dai ellgimrinm Ponkt { gflltlge Gfelrfning miiB fflr jeden 
Paukt VDO M gelten: 

txd Me 

Ifnirtpiiriwrt: num mm die GWehnng (7) mit (t« and ebenv mit 
ao Bndem ädi mir die feiten BertandteQe der beiden Uneaiea Schuren, 

Ttnd man ertlllt 

( 10 ) + + • • • +^'Cii-^" 0 » 

(11) AcJF|(jri| + A|i^C^+ ' ' • 

Anf Gnmd von deflii l w e n (10) nnd (11) genau dnnanlben Diiid»> 
ncfanltt mit M. Ab» a ümmau die beldai Uneiien Sdiaien Ua anl forto 
Beatuidtefle Obseln. 

Die Formen glaldiwn GndeePi, . . ,,Ff ln (4) weren ganx wlllkflrUch 
bia anf die TVuliiiffimg - deB keine lineiiAomUnadiaa iaA4* * * * 
anfguttir gUchNnnaehiBdUa. FOr die Abbilditng (0) du, dk0 
w r b ic h e u dm keiiie Uneue (SUdimig mit hnoatanten Koafifadaaten 
hnif^J^en acD, anderm Worten, daB die TMldmannlghltlgkBlt nidifc 
in efnon echten Uneuen 'Mhmm mn Sf enüialten aefai oolL Snmife 
kihmen wir daa fala jetrt BevleaBna «H a mmwif aamn ln den Solx: 

Jtür ndHoMlfli A hU iimg mm M ia S,, «oW äi» BÜAmamdgliAUi- 
M M* MA ia dmm mktm Unmrm TaÜmm no» 5, Mgf, mAaprUM 

MC# 1 # 4 M^ 
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Die AbbUdnng (0) bnncht nidit Uratknil la vln; rie logir M 
nf «Infl ‘Rfii^mn Tiigfairigfcwtf jf* HiJuiw wf Dfauemloa abfaUden. 
Iit r«0, eo wird dlo AbUUnng trivkl: ^ bfldet ln ebien Punkt ib. 

'Wann iwri MHimlgMtlgtadtBn mid Utatknal anfabandar 
abgebfldat rind, ao wi i f^l ri il Jeder ratianalan Ahhflrtnng vm efaie 
ntlnoale AbUIdmig vu lf|, und mngAehrt Da mm die latlonBlen 
Abfaildnngen von Unoann Sdam mxnlttelt worden, ao folgt: 

Jtitr Utttarm Schar ohne ftäc Bttt an ihü ß auf Mi catapriM du- 
aitutCtdi^ daa chcuadichc üatarc Schar auf M^t 

Du elnefaideatigB Batqjfeclien entieckt äch nicht anf die farten 
BeafandtellB. Irt l B. tfi eino knWanha Knrvo mit Doppdponkt, und 
lat Af| eine Gendo, onf die Mi dnxch Ftpjektkm Ihrer Fankts ana 
dem Doppelponkt MieHnnal ahgeWIdet werden kann, ao ent ap rec h en 
dem Doppdponkt aelbrt swol venddedene Punkte uf Mf "Kämmt 
ahn der Doppdponkt all feder Ponkt ln eber Ibeann Sehr ym, ao 
wdfi nun xücht, welnhcn Punkt anf M^ man Ihm entapcechai laäm 
aolL Um die etaabdentlge Trinafnrmfltkm tinwAvir Pnnldo n or- 
mOgUefaen, mflfite nun die vklbdien Pnnkto vno Mi annldut b fliie 
dnidnen Zweige aailegen nnd dann konaaqDent nicht wm den Punkten 
von Jlfi, —idam voD dco Zivolgea ledoL Bat^ndMod kann mmn auch 
bei d^dbundaoBlen jf die dngnUieo (d — l}<diniao* 

dntiaiwn T WiinnnnlgfaMflfcwitwn b mehraro J9Utter^ ndegtti. Dien 
MnHtflWtinn dA Degitlb der hneacen Sdnr werden wir jedoch erat 
aphlat batnehten; vorignflg Dohmni wir dte Manrrigfaldgkeit M u, 
da Irt, und k&miai demaofolge ebe birwtVmeln TVanaftmatba 
nur für Ibeaio Sduien olbw tate BeatandteHa deflnbian.' 

Aeb^kn. 1. Iit J#i anl Ma imUaael alipUldat n nt^MUt Jvfar Hnun 
Soher oliiw ioeto Daahinilfdli nl J4a dndnUf aln liwiliihe Sek ar anf iff. 

JL Wird die Unoon Behar anl tfa ta Aii%. 1 danh die BtanMaadier Xit-Fa 
■iinitikelltiai and dk Abtüdimg too Jfi uf ifa dank ff— f^(0) daOnkrt, m 
«wfcaTt man BlDKibnn dct Rnm fw u StaOa der VwliidwflBliiii ln dk 
Vatm. ZAi-Pa dlo utapnobudo Uaeara fleov u( Mi. 

I. Waklie Unoen aokor .vmltklt dk Prnjibtloo von JC oae ifaum Teil* 
mam anf oliioii TeQium Sa-k 'cm S|? 

4, Wdoho AbkUdang dw Bbuo wtid dank kn Mki aoi K^ikairntttH 
adt dnl Akqmnktu asultkitl (Hu «ahk dk Bak^nalOa ak Baku du 

THaam Elommt Ci dor iliwoiMi Schar (d) entaprloht b der Ab- 
Hictnng (0) dm Schnitt vno M* ndt doer Hypenbeoe mit dm Koordl- 
noten ;i«, denn ana (8) und (0) folgt 

( 18 ) + + 

Wir woDen nun nntenochen, boluodt du Bot^ireofaen nrlachen 
dm Punkten von nnd den Punktpn der Byparebeqe X noch gfllÜg 
blulbt, wenn mn« dl^enlgen Ponkb hingin li nnil, fflr die 
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wird. Ebom lolchai Punkt ii kflnnmi in der Ab- 
faAdnng u ni if Bre Büd^rnnkts if aotqpredien. Non wird bfihanptet: 

Wmm II mf Cg » tfift wä m lttt § H t §imr 4 tr §iii 9 p n ek m id m 
Pmüd» Uk im Byp miÄm » ( 18 ). tim tf in im Hypmr- 

tbtnt {U), 90 Ut^ fl tiät mf Cg. 

Zorn Beweii botimdTtm wir die Imdxudblo Kacreepoiidaiui iwtehon 
den Pnnktepearai (i;, ifO ^ AbfaUdimg einaneHi tmd den dnrch ff 
gebenden Hypenfaim jl indennaUs. Die GUdningon der Kotn- 
qxndenx drfldsn am. dafi (i^.itO flb Pnnktepaar dar Abhlldnng lat 
(kfi X dnreh ff geht, f^wl^rinig (lg). Efai angemeineB Elementopoar 
oder beaer Ttipd (j. A*) der Komqttndeoa eibAlt man, iDdnm 

man vnn ■Hgamebai Pur ({, (T) der ratinnalen Abfaildinig anfgeht 
und durch ^dleallgBinefaiiteHypQnAaieA* legt A*wlidg<Bnann daflnkrt 
wie ln 1 48 . lat (17, 17O ain Ponktqaar der AbbUdnng X efam Hyper- 
ebene dnrch 17'. ao lat (17. ff» A) efaia rektkunatreoe SpedalUernng vcm 
(f, r.A*), alao (17,;^ eh» relnrtcmatreoa Speriallalemng von (f,A*). 
Nach fl (1 4 ^ folgt darana, dafi 17 ein Punkt von Cg lat. lat nm- 
gdahrt 17 ein Punkt von Cg, ao lat (17, A) eine idatlonatreue ^Madalbdaronff 
von (fiA*), die man an einnr nktknatreoen ^wriaHabrnng (i7,i7',A) 
von ({, A*) er gtnmn kann. Alao gibt ea efaian Punkt ff, dju* 17 fai 

der AbbOdnng ngeadnet lat und ln der Hyperabene A lkit> Damit 
ist allea bewleno. 

Ana dam eben bewieaenen Sats ergibt eich eine bemoikenawarte 
Faigerung« Db Punkte 17 wm M, denen ln der rmtionahai AbbUdnng 
oh» inindeatieM efauUmemdanale MknnlgblticdoBlt von Punkten ff eiit> 
spricht beißen Ftmimiimirifimüit der AbbiMnng. Irt 17 ein Fktnda^ 
mentalpunkt ■) «ithfllt jede Hypereb an e Im Bfldrainn mlndeatona 
einen au g eoi dn eten Punkt i|^, alao lügt 17 anf allen Mannl g fa lti gtwita nCi. 
Liegt imytahrt 17 auf aßai Cg, ao enthUt jede Hypeibbene im BUdranm 
ndodeatem einau aqgencdiiBten Funkt ff, mithin bOdon die Punkto ff 
eine mindeatena eindfanenalanala Mannl^ltlghalt im BUdranm. Alao: 
Dit FmttimmtmitipmiiJit timm ratfaiiciefi jiWUiuig timi gUMW Ütftmiftm 
PewAif 9 om iit tütm Mfmmiiii^fiUifhttltm im Üt AUAANMg tmrntiüAtimt 
ümtmtm Sdtm gapwiMMfi 9 tmi. 

lat H eine Knrv«^ ao kann ea keine Ftmdamantalponkte geben, 
dam ^ Pnn ktg r up pen Cg habaa keinan genuinaaman BoatandteU. 
Im FaU dw» Flarfm aber ea gndll< 4 t viete l^ VmilpTiv»ifalp nnlrto 
geben. Die in 1 88 bwhandnlhai quadratiarJien Cremonatranafotmflttonnu 
a. B. drei W nml^miy fnl juinlrtii , 

Fflr ratlnnale Abbildnngen gilt (wie fOr alle irradndblen Kom- 
apondenaen) du Prlnaip dar BjoartantenriLbhing, du hi dleum Fkll 
ao lantet: 


d-d' + a. 
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«öbd i und ^ cUe Dhnimdmina voq M and JT rind und $ die Dimaubm 
dacjedgan ThflfnonTiIgMrigfcrit; von if ist, dis toi dntan ■llfl amginm 
Pn^ ^ ym JT nbgebOdet wlxd. DIbm TdlmanrrigftilHglrril* arbllt 
man folgaDdermafien: nlimnt ofaun aDgamrinfln Punkt { von M 

und lOGht dkJmlgDn Ma^HgfaJHflWwitan dar UneBrai Schar |C^|t die 
dntth i gehen. Dar Dnrehanhnttt diflMr MaimigftüÜgkritBn iri E. 
Dt$tn hu/t/U E #Ns fuitHt eoa { TM E^, imm 

Pttßiils dff dMWMway aiidrfiiaai f 

^ iüMf M«/ im Kärptr K{IP) im it ujMm TM £ 4 , i $a m PmkU im 
g ßwMn m mm BÜApmH ^ htMam, Der Toll E^ kann eveatuell tnch 
' fehlen oder gana oder teUwoIaa in E^ enthaltoi bül £| dagegen kann 
nicht Mlen, dcom £| oiihllt 

Bewola. Wenn so £ gohdrt, ao gäian ollfi dnndi $ b***^«^*" Cj 
aneh dnrch 1;. Diera Cj on taprefJuw die Hy paro b a n an dnich AJbß 
aothaltan alle dnrch P gDhendoi Hyporebariai . je ndndertana eh» 
Büdponkt if Yoa 17. Du iat eher nor dann mfigtich, maa entmdar die 
Blliliiankto ym if mindortana eina Koiee hOdoi (<L h. nenn Ftmdar 
ro e n ta lpu nkt lat) oder ivenn elnar der endlich vialA BQdpmikte yoa fi 
mit f snaanmificflllt. Der ScUhiB Ufit ikh Wort fflr Wort mnkahien: 
iiiiift beateht S genau aov dwn ’ff imfli ii TwnfMijinttiPi der Abblldnng 
den Pnnkton, die £* ak BOdponkt haben. Die Fnodamentalponkte 
bilden eher dne forte aigebnin^ MannigfaIHgkirit E^, Timt die Pnnktey 
deren Blld^ponkt d' irt, bfldan nach 1 88 eine relativ som Kflrpor K{ 1 P) 

inednalhln MnnnigfalUgfcwt» fl. 

Die Dfanendon von £| ist die oben mit » beaaiefaneta ZahL Ist sie 
Non, BO ist i^ift und besteht ans andlidi vielen Punkten, lat ihre 
Ansahl /9,aohaban vir eine (/i. l)-%AbbUdnzig von Jir auf dT. Ist BdiliofiUdi 
ß^l, ao ist die Abblldnng (1, 1). also bIcmtiooBl. 

Wenn Bf nnr ans alneai Funkt bo staht , also wenn die Elementa Cg 
der linearen Sobar, die dm v ü r g ego b ooen allgemehim Pnnkt f enthaltan, 
aoBor ( nnr noeh die Bodspankte der Sc^ ndtafaiendar gsnefaiHm 
haben, n helBt die Sdbar ]c,|| Mifmk. Izn mtgogongesetzton PUh 
wenn also dio Cj, die den Pimkt { onthaltm, von snJbrt noch velten 
Pnnkto (nicht Baai^xnikte) tnltoinender gemeinum habm, die elno 
ifTinigfiiii-tgtrBtt Sg bUdaii helfit die lineare Schar. |Cj| mmaimtih 
jmU, und svar awMMWifwW sns iam krt it iä b lm MmmigfMtf- 
kMmavtttm l£kl. iamm efiMMsAuv ISiSiMl B» isf. 

Es folgt alao: Dem fMd mr dam» kf dis, so» ihm Umarm 
Stkar erail//sl/s faUomia AWUmg MrMomi, wtm Mi Schar Mh 
fach frt 

Es sei noch erwflhnt, dafi im Fiül s^Oi nenn also die Mannigfaltig- ' 
bdtmlTiPanktgnippmaind, du iciednslbla System |£|| eine f ra k rilwi 
genannt wird.' 
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A«i>phi a. Hh» lufiiiiih» tum Mbh ddlni»t wihu dbi ■Iphraiih» 

ojfWBDi muoiBaHQiiufla ■■■iiii^™»^'»— »^i puagaonfiiwii rnsRirDpiMOi 

uf if, denr^ d«B dn aPf da e r Fnkt aon M goDU cfa« Khauoct d« SjatiiM 


I 44. Du Vaftiattm der Unuru SobarBii Jn dao dnfuhim PonkiaD 

▼on M. 

Dluer PBiBgnph bsnht {pza auf don folgendaa 

Satxl. Bd dum rdiottdm AWUmg wm M m ^tapmk m dm m 
h^0ddn JP^nd VOX JAf i&t nidA Fwtd&umdsipmdA id^ hödtämukBOi. 
fmM9. 

Bewela Dnrch dm h-iaditd Paukt P Iflgs man rin«! aOgamabaa 
Uneann Samn ^ ^ ManirigftUtigkHft dar Fandamantal- 

pnnkta «faie D lmwa i nn <d.hat und da P aoch kain PnndiUTawtal- 
pmikt iat, ao vlrd dlaiB ^qq nicht gotzofba. 

THw firiintf't ju nfcf it’Bon _ j 'WTfr V dnd pntnlt fcwlnw W imHaTtMm faTp rmfctii - 

DIb SubnlltpuiiktB ehiu aDgemafaiai mit M aoim 0!if . . .. Qg» 
Sla drui aOgamaina Pnnkta ’von Mi «lainw «nfqwirJMwi fhmm ln dar 
AhHlAiwaliMlMittgliMÜiiiiiita WM^wnfctw - - -^ BoidarSpeiiBll- 

&«•••• Qg» ^i. ..i (TiiabtioD»- 
tran ln i\, . . .» i^, . . .. Pi flbeigabea. Da (Q,, ein Paar dar 

Ahhfldnng iat, lat (i* , P^ m auch (yil, . . ., f). J^, .... sind die 
SdmlttpimktB von S^^g mit M, Jeder eo oft gealhlt, wie ■du* Viel- 
fachheit betragt Da P ein h-bdier Punkt lat, k»«""" wir P^mP, 
aimahmm, da ge g en alle wdla t eu Pi+ii.... i«4*P> 
Wann wir noch leigm Wimen, daB alle 'RfldpwnH» von P unter den 
Pnzikten voEkommm, ao blgt. dafi ea bfichitma k «nlrfM 

Bn^xmkte gibt 

Die, Ponktpaaze (i^, lind Lflaongen einea Nonnelproldami hn 
Shme tun {88: Die flidrjuing pn dhaaa Nozma^vofaZiBiis drflckm n™, 
dafi du Pur (Pp, sor ÄbUdnng gehflrt und dafi P^ ln Hegt 
Fttr dm ollgmidnm an Stdle von S^^g hat du ProUam gmen 
die Tfi a ungim {Q„ QQ (FMl,...,g), aber anch nach der SpedalUartmg 
Si—g"*-S^^g hat du Problem nur «ndHrfi viele Lflanngm; dimn dU 
Schnlttpankte i^^nS^^gmltifhabm nur endlich vlebBUdpimkto 
Alao rind nach dem Hanptulx von |88 die q^w^dflHuijiri -iw T J i m ii g n 
(i*, Ua auf Ihre RelheafDlge elndeotlg berthmnt Wdter lat die 
Kom ^CTid e n a uriadim dm S^-g und dm Paaren (P, P^ Irrednilbel; 
denn dn allgemaliieB Klemmt der Korreqxindma eilktt nvui, bvfan 
mm von einem allgmieinm Äar der Abfaildtmg onogeht und 

durch R dm allgemeinem Raum S^_ j 1^. Alao konnnt, wieder ti^ 
dem Banptutx flbm ICultlpUiltUm, Jeda Pur (P, P), du die 
ffldf-hnnflwii dflg Nonnalprobkma orfiUlt, mlndertene winTtwi Jn der 
Sdbe (ii, vor. Du gilt InabeaoDdere, wenn P der'onbnga acfaon 
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mit P hnwirhrif#« h-fadm Punkt und P* efaur Mrfrw -mMptiiW« 
Al» kt ob i? tfdch P». 

Wir hflbun noch n aslgai, daß a dno von den NumnMm 1. S, . . ., k 
iii]diiiditebiivank+l....»ckt. WlredfliktztandsFtall.aovlnP' 
BMpnnkt von einnm der PnnktB i^, in ^ 

MnmlgfiBltigkBit M anfior in P nocfa ■ehrmMn f Din lat i( bf r nkdit 
mflgHdi, dam dl^adgen Punkts vun M, dsrcn Bfldpnnkt.P' kt, WMm* 
eins Trihwumigfaltigtadt von dnsr Dimmkon <d, und kne adche 
wLd vm shiani sUgansinai dnxcli P gdiandai ‘Ranm nnfw Jq p 
nfdit mshr getroikn. 

Bin Spadslfoll yoa Sois 1 kt: Bi» tinfa ck w PmM wo»M,4tr ikdU 
im A WUtmi kf, kst §mm äm» BOibmM, 

Auf dksani SpsdalfiBll boruht 

SstiL Mmmiiltiliißmtimt 

^imDimmdonfmilM,iUtt»mp^dmmdmtmiimPmiHPw»M 
mMtmL Wim dm U mm$ TtMm wm im Dimmdo» f— 1, »fam P 
wM dim Mmmt^dd^kiÜm im Sekm mjakä rt . 

Beweis. Dis Ibem Scfasr, denn foite TiMhitw^fpfu ^ we^aaen 
kflunai, miulllehdnentianüaAbUldmigwii Jf in5r. DemPunktP 
eulipikht dsbel nish Sets 1 dn dmü fai BQdpunkt P', soten P nldbt 
Pbadimmtalpankt kt Den K k mwitm der Hnsarau e n t yaiJ ian 
nadi |4S Hypadssnai in S,;ind»on. 
dara ent^rec&en den IQemaitai, dk den 
Funkt P ntbaUan, H y persbenm diimli 
P*, Dsa Dnzch-P'-Gebai bedeutet aber 
ofaio Unaaie Bedingung fBr dk Scfaar< 
penmoter Damit kt dk Be> 

hanptung adion beakaon. 

Bemerkung. Dk VociTwtning, 
dnfi P ein dnümber Punkt kt, kt wennt- ' 
lieh, wk das nadifoigende B dqdol nigt 
Ist P ob k-kcher Punkt, ao kann man 
obaiso beuekan, daß dk dnxdi P gsbeDdan Blemente der Mmr hOch- 
BtSDS k linoBie IbOacharai ftm dv Dinwndnn f~l bilden. 

Belaplol. M ad eine ebene Kurve A Ordnung mit tinmn Snotan- 
punkt D. Dk dnxch D gebeodaa Genukn a dm ei dan, anBer dem doppdt 
getthlten Funkt D, elM Unaaio Sohar ven Punktepaaim ans. Httt 
man etnan von D ^eanhkdenen Punkt P flat, ao eriJlt man dn dnrigea 
P entbäUeDdes IBement dar Sdur. HUt men aber D aalbd fad; an 
orhlU man swel vendikdtte Punktepaaie, entifu ed iand den beiden 
Timgenten bn Punkt D. .. 

Ans Sats t Idgt dnrcb k«iallge Anvendung: 

TFiiMi mm irftnimdtlU dnfmka Pm k h Px,,,„ wo» ii faMU» 

M äiitm Sahm aad Mt dk 




IBS ' Vn. Uumn SdMraa. 

a«m Pmkt 9 nIkaJim, dm Unma Tdkchar mm dmr Dkmuton r' mit 

f—k ^r. 

(Im Ftü h>f kmm ü» Tdtadur im min). 

Dmni fdgt ndtor: 

Sati 8. Wmm jrjiHiwdtki irrd ha i l ia {i^iydimamümda M m mig 

fddgküm F^mifM fadgßMim wtriam, SU fiicki mit ImOtr dd> 

jadm PmMm mm Ml) mi d m ,mhUdmiUimdfmBlmmttdiim Umarm 
Sdm m! H, ät Ün» J^. . . mii htUAii KVfifibMM Vidfi^ 
htüm . . 1 4 n tkd l m , dm Ummt TdtadHir (üt im tdn kmm), 

Bewela dmch vnHiKlnitigB Indnktion nedi f +4+ 
FUl^w'«ftM01attEtvial:eiMl^>0. Wann ^ ln allBa BleDimitcm 
der Schar ak Babudtoil anthaltm Ist, lejaon wir dkm icstim Bo- 
ftandtidl mg, erhsltm efaie Scfair mm danelben Dlmonidim f und 
andiaa darin dk Skmmta, die F^iF^,»>., F^ ndt den Vkifftrhholten. 

1,1^, enthalten. Nach dar IndnktianivoffUBotnnig bBdon 
Mttm eine linäaiti TelkidiBr. Dkm* kflimen,wlr mm dm featm Boatanilr 
teil F^ wieder himmfOgm. 

lat nicht foater Beatandtall dar Schar, so wflhlm wir anf eliiQU 
Pimkt P, der weder Bariqwinlrt der Schar imoh viftHadwr Pnnlct von M 
kt Dkfmigen Blemnntfl dar Schar, dk dm Punkt P enthalten, bllikm 
eina Tefladiar wm dar Dinunalan r«l. N/Lch dar Tndnktlopavocana» 
ae iaun g bOdm dk ELammta dkaar Ttfadiar, dk + 

ak Bestandteil enthalten, wieder alne Unearo Teflachar. Damit kt auch 
in dkaem Pall dk Behaiiptinig bewkeen. 

SatsS gut auch für lineare Scharm ana vlrtoenm Manolglaltlg^ 
h ri tm, denn dkae kkinm durch Addition yon featm Bmtanrltnflm au 
cffwir f f wiii gamacht wadm, wobei dk y o r g egebenm VkUsohhdtoo. 
ilk mtaprtchmd m ecUlbm afaidL Inabernndm Idgt: 

Sata L Dit tfftk üm t MmmigfdÜ^dÜm i» dmr U m ar m Sekttr 
aea driadlm I^aiudffdM(fiidtm bildmi fdüt eorknuktt, ike Hmart 
PaAicAar, woraatgmtid iafi haktr dar fadaa Batlamdlailt aagaiiaar Fiat“ 
facUiait am iatdar aiatfadam PanAkfi fiaaktfaa* 

Unter denelbm Voraiimitiung folgt weiter: 

Ski f+1 Keaar miaUdagk^ Fiamaata akar f’dktaaaiaiuiaii Hmarm 
S ekar affdükt ao dni dia SUaamlt iar Sahar affdik, 

Ana aüm dkam SItsm akht man, daB dk Hnaarm Scharen ln den 
alnkdiBn Pimktm eker algafanJachm MannigMtlgtailt ein viel vor* 
nflnfUgena imd ekkeheraa Verhaltdn aeigm ak ln dm vklkehou 
Pimk^ Ba kt ako üDr daa Stodhnn dar Unearm Scharm von eohr 
großam VarteO, wmn ea geUngt dk algiArakdim Kaimlgfaltli^tan 
durch bhatkruda Thmilonnatlon ln aotehe ohne mehrAib^ Fonkto 
an warwandeln. Im nldiahw Paragrapbrn woUm wir daa wenigstens 
fflr dm Pisll der Xhnvm dfirf^ifflhrtw. 
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f 4fl. Tramfonnation der Eurren ln eolche «Anü twatirfMiitm Pnnkta. 
Stallen und Divlaoiaii. 

Unter dem Grad dner linoonm Schur vm Ponktgrnppen ant einor 
Kurve vanteht man die Anaahl der Fnnkte, am denen Jode Fonkt- 
Rnippo der Schar beataht. lat ta der Grad und r die Düxumdon der 
Sduv. m heatolit nach {43, SataS (Fdge) die Ungleichung 

( 1 ) r^m. 

Ffir lunumnengoMtite Sdiarai (fan Sinne vra |48) gilt angar noch 
dne lehlrfaro Uni^dchnng. Hllt mui nlmllch dnen eUgeindnon Punkt 
der aMMumangraotaton Schar lod. ■> bleiben nach Ddfnltion der »- 
nannungesotston Sdiar gidchidtig k Punkte fort, «obd k ^ S lat. 

Hilt man dann dnan zadtm riimn f-ton aOgainBinen Punkt tet 

(vgL {43, SatsS), ao Udben Jodomal k Punkte tet. Alao gilt die 
Ungldcbung 

rk^m 

ana der weg en k ^ 8 folgt 

8r ^ai. 

Obwdd wir ea hn folgenden nicht fanmehen, kOnnen wir hier die 
Bomarknng dnaehiebon. dafi das OieWihdiMolchen ln (1) nur dann 
gelten kann, wenn die Kurve alch Uiadonal anf eins Gen^ abfaUden 
Idfit. lat nimUdi und oniiodrigt man die Dimonalon der Schar 
um m — 1, ' Indem man nadi dem ln |4I beim Beweia von Satxl an- 
gewandten Variablen der Reihe nach a»~l aUgomeine Punkte fiadhAlt, 
ao erhllt man olno linaaio Schar von der Dfanenakm 1 ndt gnan einem 
veründoriiidian Pnnkt. Dkao Ifaiearo Schar bildat dlo Knrvo Uretional 
auf ebio Gerede ab. 

Jodo algelxBioche Kurve kann durch Mretknale Tkanaibnnatlon, 
nlmllch durch PiujcktlDn, in dno ebene Knrve verwandelt wenlen 
(vgl. etwa 1 80). Wonn wir ona alao die Aufgabe atnlkn, aSa algduaimhon 
Kurvun biretional ln aolcho ohne mehrlache Punkte lu trana fo n nl erBn, 
HO können wir nna dabei auf ohana Kurven beKhitnkm. 

ISm mA r eino obone Kurve w-ten Gradea Die Kurven vom Gndn 
»—8 nchnelden oni F dno llnauu Schar von der Dimendqu 

und vom Gnuki 

aui; denn oh gibt j +1 linear unabhingige Kurven dleaoH Gradee, 

und Jedo Hchneldet F nadi Bbxoüt ln • Punkte. FQr dien 

lineare Schar gilt alno 

(•) 


U 
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DuvuB folgt icboUi'dftfi die Schar nidit nuninnioQgeiotxt eeln knim. 
Sie fandet P falntknal enf dne Bfldknrve /\ d» Honmee S, ob. 
Die Pnnktgruppan der Scher werden auf dieeer BlldknrTe von den Hjfpcr- 
eboDen des Reomee S, onegMcboltteD, 

Wenn mm die Kurve 7\ efaien mehrbchen Punkt P hat, k betrachton. 
wir die XenKbar vtm der Dimenrion die von den Hyperebenon 
amgeadmitten wird, die P enthalten. Ana den Punktgroippen dor 
T irfiTii^i» iw—wn ^fjr dft fin goQ faetsQ Puiikt Pf ao oft or in allen dioeon 
Pnnktgnqipen vockommt« weg. Da P ein mahrfiBchcr Punkt von P|, 
aein ooDte, ao koomit er mindeatena iweibch in ollen ihn enthaltenden 
Punk tg t Upp e n vor. Ahn veningert aicfa der Gmd dar Schar dnreh doa 
Weg^bem dar f at en Punkte tun minderteoa swei. Die UhglelGhnng (8) 
bleibt hd m Übecgang auf die Xeilachar erhalteni dann die Unke Salto 
wucde um aweli die redite mn mindeetana iwel vermindert. 

'Wr wiederlxdaD nun dnwiialha Verfahren, indem immer f um 1 veiv 
fingert wird, ao lange ee mdgtich iat, d. h. aolenge die dnreh die lineoro 
Schar jeweüa vennittelte BUdkurve noch vteUacha Pnnkte hat. Daa 
Vedkhrai nmO giimud au einan Ende kommen, da m immer kleiner 
wird und drich den Wort nicht eneicben kann; dann lUr mimO 
wihda ena (8) f >0 folgen, in Wlderiiirnch cur aOgemeingflltlgen Un- 
(1). Wenn nun daa Verbhien an Ende let, haben wir eine 
llneeie Sehar, die P fairatlanal anf eine Bildkarve ohne mehrbdio 
Pnnkte in einem pcojoktivQn Raum ebbOdet 

Damit iat bewtoaen: 

Jti§ alfiibrtüekt JCwree AaMw Jurcl MrdiofMb TrmtifermMUöu i» 
tim Ktne okm a ialr / tfl JU Pm k it m-mmirit w t rit n. 

Eine Bolche Kurve P* ohne mdhrbriie Pnnkto, anf dlo P bliatioaiil 
ibgafalldet lat, nennt men ein änjHlsrUittnfrtim MoitU der Kurve P. 
Zwei eoldie IfndHile P*, P" dod netfirlich auch enfeinander biratlonal 
abgdrfldet Dleae letateie AbbOdung iat (nach 144 Sats 1) aogar ena- 
m hm ^ o t eineindentig: Jedem Punkt von onfagaicht ein dnalgar Punkt 
von P" und um gekehrt. Die Abblldmig von P auf P* bt dagegen mur 
in dar umgekehrten Richtmig anawlnnaloe efatdeutig. Jedm Punkt 
von P' en^pridit dn efaidger Punkt von P, aber efaisn xnehrbchen 
Punkt von P kfinnen mehnse Punkto von J* eohqiredien. 

Unter einer StäU iw Kana P verateht man eiium Punkt P von P 
auaunmen mit efaiem Bfldpnnkt P' von P ^ninn 
frefen UodellP^ Wetchea Modell (P* oderP'') man dtbei augrnnda legt, 
bt gtoirfigfllHg. da db Punkte von P' denen von. P" eineindentig aat- 
•laedien. Bei einem afaifadnai Funkt von P genOgt db Angabe des 
PunkteaPaelhatanrBe dlauiuii igdBrStdb; denn ein ehdadinr Punkt P 
vonPhatimr dnenBildponktJ^ auf P'. Efaiem k-bchen Punkt von P 
Unnai dagegen mehren (und awar nach |44 Sata 1, hflchatena A) 
Stellen mtapncbm. 



1 41, TmiiilkiriiuiJDa dv Kwmn fai Bilbba ohne iMlirfiebo PmiUaL lOff 


D«r Begriff der Stolle lit (im GegenKtf so dem dee Panktoe) bir§ihn&l 
imMtrümt! Sfaidruiid.jr|lilratkiiiolaiifiDfaiandsrtbgBhüdBt,eoeiiti^^ 
Jeder Stello vim T dnelndeatlg diu Stolle von J\. Denn IBr F Fi 
knim ein und dnewTbe dngnlaritätBn&do ModeO F' benotit werden. 
Jeder Stelle von F ontiprleht efai Punkt von F* tmd jedem Punkt von F* 
wieder eino SteUe von ij. 

In der Thoorie dar llneenm Scheien auf dner nlgelnJidien Kurve 
werden wir fortan nie imdir die PmikU von F» eoDdem nur noeh die 
SkBm ngiundn legen. Dedtirdi orhllt dlo Tbearür efaien invarianten 
Qianktar gegonflbv büuHonalof Trimefonnatlon^). Bin Element dner 
llneaien Schur lat oho &rtan nicht, wie blaher, dne Gruppe vun Funktai 
mH Vldüuhbdtao, aondom dne Gruppe von StoDeo mH VleUuhhdten. 
Solche Gruppen von Stellon mit wUlkOrlicliBn (podttvcn oder negdiven) 
VioHachhdten nennt men anch DMmm, Sind alle VleUbdihdten 
padtlv odiw Nun, ao hat man dnen tf f tk t i mi t (oder fa m wi) DWaar^). 

Um die yielfachhdten der SteDon oboa Dlvlaora, der in elw linearen 
Schar roihumiu t, an armlttdn, verflbrt man blgendennaBen: Man 
geht von der allgomaliien Pnnktgmppo tm hUurlgen Sfam (alao unter 
Wqghunnng aller feiten Punkte) aio. Die Punkte von dnd aflmtHch 
allgemeine Punkte von F, alao kdne mdirihdien Punkte; dahor ent- 
■ppchen Ihnen diidentlg bortfmmte SteDen. Aua der allgemdnen 
Punktgroppe C 4 entateht Jode Funktgruppe der Schar nach |4S 
durch nlatkmabone Spealallalerung. Nfamnt man nun dleae rdatkma- 
t re u e Speriallalerting nicht nur fflr dk.Fniikto von F» aondem glekh- 
adtlg fflr die Urnen entyuchendon Punkte von F* vor, ao ertdUt 
man dne olndontlg beatfanmte Gruppe von Pnnl;tno auf J* mH Blld- 
punkton auf F\ alao efaien dndaatig bedfamnten DlvlBDr, der der bliher 
betrachtoten Pnnktgnqipe C| eotqprioht Zu don ■> orfaaUenen Dtriaorai 
addiert man mm noch dnöi hnhohlgen foateu Divlaor Und erliilt m 
dlo allgimelnata Uman DhiMommhar auf F, 

Der hier dellnlerte Begriff der Stelle hat gonan dimaelhen Umfng 
wie dor fai 1 90 an! gana andocem Woge eingeflUbrten BegrlH dai Zmiigm 
oinor ebanen Kurve. Ba gilt nflmUch dar Sati: 

■) Bliia Iqnlvulentah Invtriuila Thaoria vBida rmn whalWn, eeoa 

man nnr laaani Bafaawn an! dam da ga h rifä t w i fi dM Madall F* b otau h ha i wUtda; 
jidaah M ai IlUr Biaiwha Zvmfa fortaflbaft, rfob ad alM bdUil%iKa^ 

■a henaoB. Blatt Ihinktaa muB aaa daan ohat StaUoa ba ft i nlilm . 

■) Daa Wort Dtrtair tat dar l>n «mu> »W Tia— di a i arWiina l tan fcaD thaorta 
dar alftaninhan VwakOaom aetaoauiMB. ln dtaov Tlaaria dta alt <tar gn- 
aacrtaehm Thaorio ln IhnB Bi|riariaB vSnii IbatataattoM nennt aaa daa «aa 
Jda fanaar Aiaraw bav. JHIImum vna PnnktirapiaD oder DMana poannt 
whd« Aadita baw. OwMataL Bo aridtart taoh aadi dai Wort BMnr. Man mbm 
daa Lahrtaoh von ttuan AladKalo TTnartinna. oda daa Ib knanl In dtaar 
Sunmlaag —rihaimaiila Work voa JCDamao Iba algdgalaim Paaktlaaa. 
Dia OriefaadaxlNH ^ai nifiminp n nd Wanoi flndat äoh fan J. ataa an|o», 
Mafib. Bd. M Oifl^ B. iai.~IB0i 


19 * 
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vn. linan Sohann. 


Dm Zwtium «Aur Amm §ti ^b ndach$n Kwm P dih 

§hdmd^ iNf SUBm 9m Pm 

Baweli. Bl kIJ” dn dngnkiitfltenfEdei Mndell von P und | dfan 
Zwdgvoni'. Dar Zwdg war dnrdi Rdhenentwiddong dnei aflgomclnpn 
Pnnktai { von P daflniart: 


fi — «■ + %» + «! T*+*-- 

fl * + • • • 

fj — ^ + ^T + ^t*+**‘. 

Don aBganainen Punkt f enfipricht ein Funkt f* von P*» davon Koordl> 
naton hamngana g«« ntkmile Fkmktionan von f« , ako wiadar 
Fotoniidhan in x ahui. Nach Henusahebung ainar gomeinaunon Botans 
von T ola Faktor knten dleaa ao: 


fp-T*Wa + 4iT + «;,t*H ) (v-0.1....,i»). 

0iB TTnnnMnatfln ^ arfflUaa, nach Wegbinng daa Eikton t*. 
die GUdmngan dv Kurva P\ Daa bleibt aber richtig wenn man rnO 
aatat« alao den Pnnktf' mm Punkt P' mit Koordinaten a^•(f» 0,1....« «») 
qxilalUert Kbenao geht f fflr t^O in olnaa baatimmten Punkt P, 
den Anagangapunkt daa Zedgaa | ttb«. In dar bfaaHflnalan AbbUdnng 
von PanfP' iatP* ein Bfldpunkt von P; denn andi die fflidchnrifean dar 
Abbddnng, die fOr (f, f^ geltea, Wirfhan fOr T"bO haetahim. Daa Paar 
(P, P) definiert ooi^ aina Stelle vta P. Ako oni^prlcht jedem Zmlg | 
von P dndentig eine be a t lmm t e Stalle. 

Wir haben nodi in Luwulauu, dafi man ln dieaar Weias dZa Stnllai 
von P, und ewar Jede genau ahrmal, erhllt El oel alao (P, P*) eine 
^wrtmTTifa SteDe von P, Wir woUen nun P* durch Projoktion in (dna 
abena Kurve Pi flberfflhisi. und nvac ao, daB dem ainfachan Punkt P* 
in der Projakdan wieder ein dnüRiAar Punkt P^ von Pi antqaicht. 
Zu dam Zwad lagen wir dnrdi P* einen TaHmum 5a . 1 , der die Kurva P' 
ln P' nur einfidi admeldat in lagen wir dnith P* oben 5..!, 
der nnfler P“ keinen der Sdmittponkta von 5,^1 mit der Kurve anthfllt. 
In 5,^t wthlm wir achHafllldi einen 5a„i, der nidit dnioh P' geht, und 
prajidem die Kurve P* oua 5^_| auf dna Ebene 5|, wodurch dna 
Kn^ Pi entiteht Man aleht nun adir leicht, doB die Projektlan eine 
hhartonaln AbbUdnng von Ptnf P^ vermittelt, und daB dm Punkt P* 
dabei b eben abfuhen Punkt P^ von P^ Obergdit. Dieaar abfache 
Punkt Pi trflgt eben ebelgen Zirälg |i von Pi. nb*"«** wie Jadon 
Zwdgai vonPabPunkt vonP ant^nch, ao enbprldit auch dem2Mg ^ 
von J\ ab Punkt von P\ Diavr kann nur der Funkt P' aob, dmn P' 
kt der ehuigB Punkt von P, der bei der Pn^ektlon b i\ übergeht. 

Nun dnd abm auch <Ua ebenen Kurven P und durch Vamdttlnng 
vcn P* bimtkmal antdnandar abgebildet; oko entqi^t jedon Zweig $i 
von Pi gnan ab Zweig | von P ^ | SO), Ako entbricht dam Punkt 
P' von P* ab elndgar Zweig | von P, wea wir bewelaan wollten. 



HO. Aqntvmtani yvi Divinaa. 


i. VcflB^huWL 107 


Der geomotrlacb dellnUsrte Begriff der Stalle lit dwimarfi geei^iet. 
die Kolk) xo überoehmen. die Uiher der (auf 
gegriJndate) Z^ralgbegrlff splolta. Die Vort^ Ikigen auf dar tTptiH 
An Stallo efawr nnendllchon Reihe tritt oln« durch goedihNnne Fonnetn 
dentallbue intlonAlo AbfaUdimg. Die genx von aelbet 

audi fflr Knrven im n-dimeulaialan definiert. fiehHi^ipTi fafiim 
die bol den Puiaxüxicbon Reihen nfltlgmi EtaochitnkmigeQ Aber die 
Chenüttarietlk des Gnmdkflipen hier gern fvt. mranf wir Jedoch 
nicht naher dngeihan. 

Anoh die ürfllur (| SO) «Urta „flnhnlttmnMpBdttt des Zedpe mit dnor 
KwoT* MOt doh mit HHÜb doi tttoIkBlMgrtfb oaa deObimee end n£u 
Bhortragn. Bi ad PdiiD Kam in uid H die Hypmfnahe, die die Kmre 
In P mhoddot. Dora Fonkt P Menee nohim« StellaB «t^nohaa; «Ir gidte 
cdBo devim, ddlnlort dereh elnoi DQdpwikt P* nt ttmn dngnkiitliBBftdai 
Mmlel] i", boBae, Wir bottsB nen in db Haan Beher eOar UlparfMahea gldahao 
Ciiadaa dn. donm aUKODoim Efaaieet H* ed. Dime Uneen —hw^iW 

aaf/'dneliiianHcfaarl Client doraeSIduf J''«l«ltf alaellaeueBdiBr|C^| 
leL Hd dar 8peBielieineR/f*>>JErtfli]ktdnegB«lmeAulil«aaPDBktBDeaiCH 
ln dim l'enkt P hliiabi: «Urne Anohl ht (nach Odfaddan) die Sdmittaiiltiplidtat 
v« H and i'fan l*Dnkt P, Ka rtokt ahv aadi daa fraidBe AnaU am Paoktam 
vm ln P* kladn; diom Anahi aoD db adatfenaW^Wd«! mmSmUrmitr 
SMh [P, P^ hdlbn. Offanlmr lat die gmato fl c knH l i Behip H dii t toq M nnd P 
Im l'ukt P ildcli dar flomi n e der ^qb N nad P an den 

vancUadciiai an P gdifleigHi Stdloa «mi P. 

Die Begrif De der Stalle nnd dee Dtvlaon Jaaec eich nM ohne mitarei 
auf <<-dfanonilonHlfl Miumlgfeltigkoiten M Abertragen. Entani namHrii 
let CB ffir d > S noch ob jode MezmigfBltlgkBit ein ringokritltan- 

froloB Bild baeltst^). ZweitaiiB eher rind mptd ^enriiiadene ringnliritltai- 
freio Ubdalle helijeB W uge einalndoatlg enMniindnr ebbfldfaer, eo daB 
dio Bedoutmig der Bq^rlfEB Stdla und Dlvinr davon ahhlngt, ivelchaa 
Küdoll man benutiL 

Wir wtnüu iaktr /orim für i>l ii$ StäU mi DMaor 

Mttr im Pt^ aiNgrdofäikM/rrief M fc n ii rf i wi und unter 

otnor SidU dann einen Punkt von M, unter einom DMeor eine vlrtudle 
(d — IJ-dimenalonalo TeUmennlgfelti^EBit von M ventriiBD. FAr d«l, 
wenn aln M dno ringnloritAteolnle Knrvo let, geben dien Begriffe in 
die IrOhor definierten Aber, Indon H nlbBt aJe ringularititanfreieB Moddl 
von M gofwAblt werden Imnn. 

§ 46» Aquivalens von Divkoreo. D IvtooranMi M en VoUadiaiea. 

Satil. W$m mti Ummn Sdmrm mlU du Bkmml D, fiwrieiew 
Aokefi, m rM bdA in diur tmt famnim Solar nüdim, 

BowoIb. Dia obe Schar mfljgD durch 

( 1 ) + + 

■) 7lr dnan Bawria iin 7U1 d— 1 a B. J.WALzn; Ana. df Melk. Bd.M 

(ins) 
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die enden dmch 

(1) /^C.+AGi + ••■+;^.G.-0 

gegeben eeln. Zn don vnOetliidlgen Scbnitten Lg und von (1) bnr. (S) 
mit M midm nodi feete vHaelle IfennigCelti^altoa A und B eddkirt 
und IO die Bleniente 

M il + <2^ 

der beiden Uaeeioi Scharan eehelten. . 

El ndgen etwa und ^ die Scfaeran gemelnniino Mennig- 

fairi flfadf Df beetimmen. Denn hfldcn wir die' Fonnaudiar 

(S) + • : * + Ir^^r) 

+ i^(lr+l^ + "• + ^r + *2rj, 

arhrmUtm bId mit üDd addlcnn lu den Schnlttinnnnlgfiiltl^elton 
die ifanrrig faWflfcatt i4*f B — Dg. Die FcHiDflnKhar (8) onthilt 
fJna Teüedier 

G;tU2^ + ^i^ + "'+Jlr2y. 

die nach HlniofQgang von genen die lineare Seiher |D«|| 

M enmdmeidet, und ebenio onthilt de eine TsQichar 

«tie narb Hfamfflgpng von il +B — Df die lineare Schar|B^|K|B+2V,i| 
ergibt Damit lit Seti 1 bewleien. 

D« Sets gUt iwir fflr MiTmlgfeltlghritim K mit beHehlgen Slagiderl- 
tltoi; Kine wahre Bedeiitnng ertillt er ober ent bei der Anwendnng 
enf dngnlaxltätenfrele MennlgftütlgkeltBn. Ei kann nlznUdi bol Mbnnlg- 
üdtl^dtao ndt vlaUedien Punkten vor k D OUu an, doB die linearen 
Scfaeran |D^| nnd |£^| am lenter effaktlvmi MknnlgfaltlgkQltQn bo- 
etehen, wihrand die de rnnfti wende Uneai« Sdier BmtandteQo 
ndt negativen Vlelfadihelten entfallt^. 

Iit ober if won mehrferiwn Pnnkten frei, lo Ulden neefa 1 44, Sotx 4, 
die ln da* mntwendfln Sdiar enthelteoen etfiaktlven Momilglaltlf^ton 
eine Uneore Teflidier, die die beiden gegdmiiai lineoion Schanni nmüiBt. 
Abo folgt der 

') Bslepiel: Jtf ad i. Oinlinn)| ndt rin« Dopprigmlw D alt 

^tmatn Tkagaitklrini. «rida die Kar?« aaBor ln B anh ln den Qondai A 
lad B mkaMm. Bin Sbonan dvnh A ahnrideo uBw A dnn Unwn Hrfw yoa 
Gmlflolxlpria nna die dnnii B alanftlla DIaa bridai H***w" i" Sohann büan 
dm l^lpri I Z> (dl» diriaol garihlta God» B) (Q M dio **—■ 

der qudatlailHB Kiw*l dnnh A, B, B; flm HbIhiIh» mit jf, ^ aiuriu t am 
ri ~ B ~ I B. drfidaai rin» Baann Sriar von TlitMllai irnw iM» ua vkir 
Omäm VMfachhrit ind rin« Gcwlaa B mit dn 'VWbohUt — l. 



I u. Aiiaivaloiu vin UvInnB. ÜtvtmnkteiB. VoIUmxib, loy 


Zuonti lu Sat« 1. Wmt mti ^/«Wm Hrm» Sdm» mi/ tSmr 

tin Bmui D, jnui utm lub^ 
JD sM Aitf« ^ §imr sff M i^ n kttmm SAar mdkaüm, 

Zwd Dtvimm CrmdPant rfnnr rfn jnlrlwi^fniinn 
XanulgCiiltlgkelt M holDen l üywW ii i/ , mn ai doe llnan gibt, 
<fie C nnd D als Elomoato onthllt. ICtn «pJi f iJ bt Htwi 

C D, 


HbCDMlIinfinffn wmtA TMyhnmn auf FnrVTl lUllfciflsf. 

iraan os dqe Unoani Dlvfaonnacbar gibt, wdchs ImM« nthfllt Dorch 
Übargang sa olnom dngnhritfltmfrdm Mnifan der Kurra i^mlert ikK 
dbar Aqulvalaashogrlfl mf den entoo. Erimürt man ddi an dla 
Dootong dar elndlmanalixialan Unoann Sdaian, die vir am Anfang 
von |48 gagebon halxm. so knnn man auch mgon: Zwti XHaima mf 
W<Mr atgOnMm Kmwa sM SftiMaiU, mm ttrv Diffarmu mt im 
wnf Ptian tiiur rationaU» PaaMan mf iar Kwm imUU, 
wM äis NvOMe» atÜ poaÜiae» Viäfael Mtmt, iU PaU mU amdiwm 
VialfaekkaÜm w ■M f ifa w iM. 


Der AqnlvalaosbegEHf Ist oflaafaar reflextr und symnMtrfadL Nach 
Sats 1 lat er abor ancb trenatttv: Ani mADf^S folgt C~£. 
Man hann obo allo in odnam Dlvlaor Iqntvalantsn Dtvlaaran ln 
XHsfaorwiMaM v ar eln ^pgL 


Aib D falgt offenbar Aln kann man die Smnau 

PMllnflWpfanranWaiMa büdm. Indem maamjadiiriniiaM iJniwi 'nMafir 
heraiugrelft nnd die« addkrt. Die Eloae äm Snmme C+£ fat vm 
der Anawahl ds Dhrlaaceo C und B nnabhlnglg. Dia DhiaofaaUaam 
biUa» bei iar AiäiÜm aiaa afaMa Grappa, 

Wir betrachten mm die in etoor W«»* entholtoien affMaaa ote 
l^nsm DMaoeen. Man h»™ aidgBQ> dofl die Ti ln mii^iMi einer 
llnoareD Sdiorvon oftoküven D lvl a uieii , die einan a utg egeb eu cn Dlrfaor D 
onthllt, hfBriTTinkt fat^). Wir vodoa dien Sets w^Wg nur fSr den 
Ftall dnff Enrvo M brauchen; ln dien FlU aber folgt er aofort an 
der U ngWrhnn g (1), 1 45. Bebachtet man mm efaia Hrleara Schar von 
iraudmaler Dfaneoalon, die dnan Kngegebenen effoktiven Dtvfaor D 
GQthllt. so mnliBt dlne Schar onf Gnmd von Sats 1 alle sa D flqm- 
vofanten efhktlven Dtvfaann; nnit nlmlloh vOidB mon-nodli Sofa 1 
elnn naeli rnnfmmmiUrtt linwm WM«n VOmMn fflns Milche moxf* 

molo llneoie Schar holfit olne ViflOialar. Sie beriebt somit an ollen 
effakSfon Divfaaren einer gegoboDea DMsoraiUaMe. Ibre Phn a ns l nn 


■) rtg l^ti fnlgl- ■ TI riatiM. lUfl lila fliMtbilt iHb- i ill— rii—lwMiiinlt . 
falllgtBlBi iMnlimaii OrailM enf U da elptinilwlMi njihan mn ufflnlf TTfmw 
rioB Im StniM YOB I IT lu. Er Mna ab« onsh doiah TallUtiidlfB IndkUon meh 1 
beirlHM «irdeii, ladn maii M mit Um atlgBnrfaw Hjpmiban edmUdat 
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hfllOt dk Dimamioß der KIum^). ]!■ kann aber oocb vwkominan, 
daB eine Khae flbefbaupt kedne elfdrtlvon Dlvkoren entbAlt; In dom 
Fan aetat man die Dimenalon der Elaao glnleh — l. 

Die dnidi den effl AtiV e u Dlvlaor D beatlmiiite VoUachar wird auch 
mH |i)| baekfanet 

Unter dem Sßd efaiei. Dtvlaon E ln besag auf dne VanBchar'{i>| 
ventdit men Hin VoDacfaar oller so D-^E HijulvaleDten gniison Dtvlaoränt 
füll ■ gibt. Iit F ein «nlrfiT DMooTf BO lat 

D E 

itibu Imnn nlao den Rest von E ln besag auf \D\ auch donnlann ula 
Geamthelt derjenigen pulsen Dlvtaorm F, die nüt F suearamen dnon 
Dlvlaar der VoUacbar auanacfaen. 

Aua der sneiat gegebenen Definition folgt, dail gq uMM h Diviaomt 
in kauf mif mn» ValUekar |D| d as aatt w i JZof bmUmn, 

rtirfnfc-i 1- kl» lehn d» ln FaBnotn 1, S. IM, ongodaDtstna tndnktkOM* 
bradi dnich. 

1. Zwd l^nnktinippMi P^, > • >, Pf und CAi • • •! Ük anC dnor kuhhobon Kiirvu 
ahm Dappalpunkta rind dun und ur dnnn Iqulvalaiit wmm f ■■ k und dto th mn io 
da* Punhtn P Im Sfamn m | M gUdi ds Sanum dar Punkts ff kit 

I. Auf rinrnGmadan und dnh« nah ul Jalem bhutkonlonBlld dmr Gurndu 

rind iwil Dlrtnsi Giadm itata aqulralnnt Dia Dlmmahm dnor Volt 

Btanr U dnhnr gtoich dam Giad dnm DIvkin dar VoOmhor, wimafnlfti daS 
div >0 M. 


I 47. Die Sttsa Ton BBRTDn. 

Der ente BUTTNiache Sati beliebt alch auf Unoani Scfaanm von 
punktgmppen anf einer algebralKben Kurve and benagt: 

SaCs 1. Dia al lgam ain a PmMgntppa \C^\ ahur liH a arm Scknr 
akna fäla Pmkta Imtaki an Itmtnr rinfnch fag W/wi Ptmkian. 

Bowela. Dia Punktgnippe C^+A woida durch die Hypnrflftcho 

(1) ilf Ff +^iFi + ■ ■ • +A,Pr ■■ ü 

auagcacfanltten, wobei Unbeathmnto dnd. Dlo Punkto 

von C.i iliid olgebrabche Pnnktionen dlonr Unbeatlnünten. lat { dn 
oolcher Funkt, n lat f ein allgamehier Ponkt von M und m gilt 

Weim eine algebraJadie Funktion gleich der Konataoton Null ht, alnd 
auch Ihre Ahldtungen Null; mithin kann man (8) noch Aj dlfTarDnsloron: 

(*) + ■•• + 48 ,f,(fl} J^-Ü. 

1) ln dm- gfllliaiallmhmi Tliaaria pOigt mu ulor dar Dlmanlan ohur Solar 
dla Zahl dm Ttnr inaMiBmlian dm Sohor, als dia Zahl r + 1 » vw- 

atlhm AUb nim— lau— lil^ i<i*H «W. -niwy «j mp ■HUiiiiaÜihi Thaortw 

um 1 n . 



1 4T. Ulo Abn voa Bumio, 


SWl 


GombA nun. $ vAra dn mahrlacbor Schnittpunkt dor Kurv« M mit 
ds Hypermdw (1), eo mOBto nach 1 40 die Kurvontangaoto Im Piuikt { 
ln der PolarhyponBbene dor Hyporflldie (1) liegen. Der Punkt 



liegt aber ünmer an( der Korventangento^); ahn wlra 

(*) + 4 «|f,(fl} 5 ^-u. 

Am (S) und (4) fdlgt 

(/- 0.1 f); 

mithin wflre { oin Bealapunkt der Schar (1), im Gogenata rar Voiaui- 
BBtoingi da£l f ein Puidrt der aoa lautor vncflnderllcbfxi Punkten be- 
atehemden Pnnktgrnppo Cj adn aalllo. 

Aua Sata 1 folgt lut unmlttonmr: 

Sota Io. DataBgmneiiuSUmmUCAeintrUnMrm Schar WH pfi«kUw$n 
(d— ly Hn m ui o tu lm okm fmi» BaändhÜ« httitd 

iUwd mekriMch gwfMdi BiA n ihß i. 

Denn (hirch Schnitt mit einom allgnoidnen linoaira Ranm 
knimnt man auf Sata 1 anrflek. 

Der annlte BsBTtNDcfao Sata bongt aber nach etwoa mehr, nlmUch 
dafi daa aUgemolno EhmiBot anfiobalb der BaalaptuiktB ^ Schar 
und der mehrfachen Punkte der Trigecmannlglaltlc^t M fiberiiaiipt 
knlne mabrtachen Punkte booltat Ich kann äiux Sota hier nur in ^ 
folgenden, etwee apeafolleron Pkaung bwteia on ; 

Sata 1 DU ttllgmtin§ Sypmfiidb afoar U nm rm Sektr: 

(IQ + • • • + "0 

leAittftfd m/ M dwi wi, iU mfitrkdb itr Bßtüh 

ptmi /0 dar Sdhar (0) ttnd äsr mtkr/aektti Pimkii «aa M k$/m mtkrfmkm 
PmM$ Mid. 

Bowola. Wir fOhnai ranlchat den Pali dnor bethhigan linearen 
Schar ant don Pall elnea BMiola 

( 0 ) ill^+P -0 (P-yl,Pi + ---+it^) 

rarQck, Indeni wir ln (0) die Gfdflcn Ax, ...iAr dom GnindkOiper 
adjnn^erep, de ahn all Knmtante behandehu Wenn fflr daa Bflachd (0) 
db Bahauptong dnmal bövlBBii lat, ao folgt, daB jeder tnehrfachn 
Punkt P vod C^, der nicht mdirhdiar Punkt vfm A lat, ftotiraidig 
Baal^unkt dciBfladida (0) lat, alao der Oolchnng genflgt 


’) Dana wmm. die HnMrlltoiiB /^o db Karv« nthllt; m folgt 
darah DUteootkilon 

a/ 14 . . . •/ 


/(fl-o 
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VXl. IJniin SefaaraB. 


Gcdbsl m fidgt ... F,(P)«0, mithin ist P auch Badfi- 

ponkt der SAar (fl), 

£■ genügt ein. den Fell ehiei BüKhels n betmditeii. Die all- 
gmehie Hyperflflcbe Büicheli ^ ihr Schnitt mit iit • 

El td mm P efai mefaiiedier Paukt von Ca mfierliiilb der Bailqxinkto 
dei Büedieli. Du Pur {A., P) deünlst sls allgniPBlnfli Pur eine Irro- 
diialHii Tfnr i^ p nrwtong. DOOI wllgwmainjin Fmikt A dOT FeiSHietOI^ 
geraden dei Btedieli entqiceche ln dleaer Kom^xmdens eine fl-dfanon- 
■innaTii ym Panktu P, die le fa tj ünitrouB SpedB]iiio< 

rangen von P, «lap Tnrfir farfia Ponkte vtm Ca lind. Indem man dloao 
Uannlgfalti^Bit mit airMm Unearen achneldet. kann man 

IfareDfanenäkm fl anf 0 redndocen. ohne daB dUeElgenacliaft derPanktel*'. 
Doppelpimkta von Ca n vin, dabd vori ocen g eht. Im Prinitp der 

ynn«>an»t»*«alilnTig 

lat non e-^l. fl«0 an aetaen. Wlre c^O. ao wQidon elnom 
Paukt P der 'Rfitimann4gfalHg fa»lt rtmtEche oo^ Ponkte 1 der Ferametnr- 
gmdm ent^Rdien, l ig ^gan der Annahme. Ba Uelbt aomlt mir dlo 

MflgHdikrit Die Blldmannlg- 

falHgfcwi » iTwr Tf o rrä gMiwlanM lat atna Kimm P. 

Die Hyperflfldian dea Bfiachela acfaneUim 
auf r ain« Uneare Schar von Panktgrappon 
ana. ond iwar achneldet die oUgomefneHypor- 
flli^ Fa onter andenm daa Ponkt P aue. 
Nach Salz 1 lat P ein afafnrfiw Schnlttponkt 
nndP. Der D eaa ela du Satiu 1 lelirt 
anfietdem, daB der TangenHalmmn 5.^] von 
Fa die '^uigente von P in P nicht mthtlt. 

Wenn non P eb ebfiufacr Ponkt von Mi lat. ao bedtzt if ln P ehum 
Ikngenüeimnni Sg (vgL idP). DieTengente vonPUegtin 5^. Da 5.^1 
dku Ihngeote nldxt enthllt. kann 5^,.i aodi Sg nicht entbaltenj dor 
DorcharJiiiltt von S^_i mid Sg lat alu in Sg^i. Du bedentet aber, 
dafi diaSdmittinairigialtlgkBltC^ von Fa nnd M ln P.ofaum lengentlnl- 
ranm 5a_i bedtzt. alao daB P ein ainfarfiwr Punkt von Ca iit, out- 
gegen der Anoahme. Alao kann P kein einfacher Ponkt von M£ aoin. 

Die beiden folgenden SUze mflgu hier für Unebn Scharen von 
Enrvn anf elzier algehtalachen Flflcbo Mi bewicaen imdeD. obwohl ale 
dch ohne Mühe anf Uneuo Sdiazm von Mig^i auf Mig erwoitacn lauen*). 
Die Beweiu rfllizen von Bmguza her, 

Ihitar dflm Gfwi einer hnearen Korvonachar visateht man die Anahl 
du Sriii iU't|»tnkfn von nui aOgeniBinen Enrvan der auBeiltalb 
<far Badqm nkte. 

<) aUb« RL.T.ii.Wminii Zv aliahrafahm GooDMtrto X, Uklb. Ann. 

Bd. 111 (lan) a. til 




|4T. Uta HUb imn bmMi. 


203 


Unter dnem KtmtnUaM anf M veaUtt man dn ImdudUoi 
gfadtmc n d miR l e i Syitem von Kurven auf Af . dai dmth je<ka bH- 
gemeben Punkt von M gcnan eÜN Kurve adbidkL Der Begriff dna 
ir mlnrihlm KnrveniydaDa bt dabei nach |S7 an eiUAren. Handelt 
es dch a pw I nTT um eine dndfanendoiale Iboare Schar, ao qakht man 
von einem Unrnnn BflaoM’). 

Sata 8. Eim -Utmn Stkv jC^j aom Gnia NvU ekna fade Ba- 
dmai/aOa iat mu aiiiam BHaM, imaam aU iam aina Kmaat^ dkaM irre- 
dbdW cM. Bummnivgaadd, 

Bowoli. Dlo Kurven dar lirauen ]Ph|* 

die dureh elnon allgamoinea Punkt P von Jf gdMD, hlldBi dne UiMue 
TöDachar von dor Dinvmkm f»l. Oidnot nun nnn tfam aUgsnehieo 
Ihinkto P ein aUganabaa Ekanentopaar C, C ‘ Teüachar an. 
ID lit durch dm aUgemelne TMpel P, C. C* «Jn» ineduiible Tf m 
awbcben dn l*nnktoa P und den Kurvenpaaieo C, C* definiert Im 
Pllndp der KnwIwnhwwaMtmg 

a-\-h^e + i 

lat ff— S und an mtiaD. WIre non d— 0, ao wlro c — Sr, 

d. h. daa Paar (C. C*) nflie ein aUgemeinea dar Schar; 

daa hiefie, Je a^ allgemeino Kurv« C, C* vmi |C.|| ^a»t*r" einen 
(afigeiualueQ) PnnktPdorPUchegeDuhuam, InGegmataanrAnDahme 
dos Gmkn NnlL Alao lat d ^ 1. d. h. nenn awei Kurven C, C dnrcli 
einen afignmninen Punkt von M gelegt ivezden, ao haben de nicfat mir 
olnoi. aondem mindeitani od^ Punkte g wiwiiäim (Mehr ab ee^ iit 
natflrtldi nicht mfigUdi; alao kt d— 1.) 

Du hlolbt ilditlg, nenn fttr C aear ebe aUgamebe, aber für C 
diie bedimmto Kurve dnicfa P genlhlt wird. DlegeoBebuinenBeBtizid- 
telio von C und Cmflgcn ebe Kurve Kfallden. DIeaektaiaixTedndbian 
BcatandteUen der featoi Kurve C* ■JMmmwywhd , alaQ kann de 
von du (nnbedfamnten) Paxametem von C ffu nicht abhlngen. 

■ehen abo, dal) aHa darak P f d udw Eidaam C iar Sdar |C^| aha 
/ob, nur aoe P B hktu g tga Kum K gamaham kffi a w. 

lat non P* dn aoderv Punkt von K (aber keb Bubponkt dar 
Schar |C.iD, ao bUden db diinfa P' gebenden Kurven von IC.|| wieder 
eine Ibeuo Schar von der Dbundoa f— 1» wddie db vo^ umfaßt 
abo mit ihr identbch bt DU imk hgauiakm PmM m K gdmdau 
JCbrem iar Sdkir |C^| Mm» cbo wiaiar Ha Kuraa K gmahaam. 

Db Kurve K mflge b afanbt hradndbb Beatandtdb Ki, . . . 
aarfiallflo. Wenn P varikrt wird, bldbt kaber der Beatandtdb 
featt dam aoofft bitten ja afie Kurven der Sdiar dbaen foden 

>) Bl gibt radi nfcht Unura BO^d, du Qj i tm i altar I 
dM ksUnh« X^prii dhne Doppdinda Aal ouaehB ndm 
la dv BbeM^ diid db B0w h »l Itwr. 


■ta«. ■.& 


VII. 1 tnnn Sehann. 


SM 

BoftudteO gomfliiuun. Das ixredniiblo Systaoi JXr|i rtfon all- 
gomdnoi Elflmmt lit, hat alao mlxideatena dla Dünaakm 1. Wir 
woOen nlgcD, daB \K,\ dn Bflachal lit 

Wir itallai dna lirwInilhlB Karre^jondflox xwiadien dan ELamonton 
dea Syitma |JC,| und den Ponktm von M her. Daa allgomdno Paar 
(E,, PJ dleaer Koneapondenx ahllt man. Indnm man auf dar Kurve /C, 
dim allg wnWnan P rmlrt - wihlt. Im Prindp dsT 'Konatnntomflhhing 

lat e^l. £-1. alao a + 6^S. 

aber auch c^S, abo c + ^^9, 

mithin + e^l. avl. 

Daa Syitam |K,| lat aomlt dndhnenakmal, und die BUdronnnlKfaltlglffilt 
der Konrnpondem lat die ganse Fliehe M, Durch einen allgomolnon 
Punkt P von M geht folgUch mlndeatona eine Kurvo Kl von |Ki|. 
nrindcatana eine Kurve Kt von |K||, uaw.. Inagewnt etwa k vonchlcdsno 
Kurven K|^. Alle dleoe Kurven dnd aOganelne Elemente Ihior Syitamo 

i*.i- 

Alle dnreh P gehenden Kurven C dar Srfinr |C^| mfiaon, nach dom 
hn 8. Ahaafa dea Deweloea Geagten. eile h Kurven Kl enüödtan. Dbh 
hdOt. ea gehen rafaideBtena h vemdiledmo joder Kurve C 

durch den Punkt P. 

Nun h a b e n wir aber ln |4S g eae h e n . daB m genau auf dnaadbo 
hinauakommt, ob man dnich dimn nTl giwfnirfinw Funkt P von Ar dlo 
ahgemelnata Kurve C legt, oder ob nyan loent oino illgmeino Kurve C 
von \C^\ wihlt und dann auf einem Beatandtaü von C einen allgomolnen 
PnnM P. Madit nun dae erateie, oo lat P An Varnngahandon dn 
mindaatena A-fuiur Punkt vun Ci macht wimi abur daa lotxtoio. oo lat P 
oCbnbarebafaibcher Punkt von C. Alao lat A«!. Daa helBt,« gibt nur 
ein irfnaigea Syaiau |K^|i und vmi diaeem geht durch dun allgomoinon 
Punkt P nnr dna Kurve. Demnach lat |Kp| ein BfiachoL Wdtorr 
WUilt men auf irgendeinem Irtedualldaa Beetandtdl der allgumolnan. 
Kurve einen aOgemeliien Pnnkt P, oo lipgt dleeer atota auf oinor 
Kurve K^, die in C.| enthalten latj alao lat Jeder Inedoxiblo “RnaHinfltnli 
von Cj eine der Kurven XI dea Syatoma |Kr|. Des bdflt, |C^| lat 
ana dem Bfladiel |Kp| « nTnmwng w^i » f ^ 

Sata 4. Bin* Unmn ScAer |C^| oAim /«da Bm lan dit iU, dtrm d^ 
nmdn* Kurm nbaekU rtMkd iMi,M den Grad Nnü (und lat fdgUch 
nadi Sata 8 ana einem Bflecbd auaaminengontat}. 

Beweli. Ea mfeu und Cg awd aJlgumolne Kurvon der Schar 
I C.I I . We&n Ci und Cg einen Schnittpunkt P* dar Baaiih 

punkte der Schar haben, eo lat diaeer Punkt P* kdn Doppelpankt der 
FUdie und kdn Dopp^nnkt von C^; denn enthllt nur (ndUch vtole 



■olcfae Dpppdponkta nnd die nwJahtngjg von Ci illgenuln gewählte 
Kurve C| geht durch keinen vnn dlmi endUch vMcn Punktm, oofam 
de iddit Bodeponkto ihid. 

Ci und C| dfrijnkinm bmcthalb der Schar ein BQKhel jCij, und 
da Ci und C| durch P* gohoni gehen alle Kurven doe BflKhela durch P'. 
Wie jedee lineare BfladitJ, hat | Cx| den Grad Null nnd tat daher nach 
Sati 1 aua einem Bltachel |K| nrnnmengeMtiti deaon aflgemelae 
Kurve K ehwdnt Irrednilbol tat. Die allgemolne Kurve Cj geht durdi P*. 
olio muB mlndedena ein farediidbler Bedandtoll K von C| dntch P* 
gohan. Wenn aber ofaie aUgamoine Kurve dei Syitim |JC| dnxdi den 
fiaten Punkt P* geht, n gehen alle Kurven dea $yitenii |K| dnrcfa P*. 
Inabeeondere gehm atao alle inedncblen Bedandtelle vnn C| durdi P*. 
NachVoranBotnuig sind ndndedena iwel aolcheBedandtella vorhanden: 
P* tat atao ein mehrtadier Punkt von C|. Bd der SpnftalWenmg 
bldbt dln Blganacbaft elnea Punkto, mnhrfadw Punkt lu adn, erhalten. 
Sonlt tat P* dn nuduiacha' Punkt auch von C|, In ^ffldorqruch lu dom 
HTTfang « Geaagten. Atao kanp der Punkt P* ^ nldit eitatlerea. 

Die Sitae 8 und 4 geben, waannnengwonnnen,- einB endnOptande 
Antwort an! die Frage: Wie tat dno Ihuaie Schar bodiafftni, deren 
allgoroelnei Ehanent ledodbol tat? Sno edche Schar hat namUnh 
entweder einen Haaten oder de tat aua einem (Uneann oder 

nicht Unearen) Bltachd nommengaMtiL 

Eine unmlttdbare Folge von Satx 4 tat der folgende Sata: Ttar S eta rftf 
afmr a btokt t irrtt h tM i bUn Fl§ok$ mU dasr a llg ili mi t m HypwAm id 
tim etaolal intiudtU JCerw. Denn die Hypetebenen erJmdden auf 
der Fliehe dno lineare Schar au^ denn Grad podtlv (nflmlleh ^elch 
dem Grad der Flflcho) tat: atao kuin dno aOgemBliie Kurw der Scher 
nicht rednalbol edn, 

Anf die Rahuna uf ttadntadui Kima V**""*" vir Im oiplinMi 

Kipltal (|4i— il) nodmrlak, Ftr dla difBlNodn Huerta d« UMtna Karvwi- 
■dunn nf ■IgolaaWMi Ftaebw wvBtaa vir ul du Borfcht viu limnm,' 
Atarintc Bortaou Emeba. Itath. Bd. I. Hdt i vwta nf die dort dlluta LItantar. 



Acbtoi Kajiltal. 

Der NoBTHERaohe Fiindamentalflatz 
und seine Folgerungen, 

I 48« Dar KOBTBEgaoha PimdainimtiJaatfc 
£a«to/(ji) imdf (s) iw(4 teOarCrenida Fbcinen ln dan Unbeatiininton 
*§• Damit fflr eine mltaca Form F{%) aioa IdantitU dar Gcatnlt 

( 1 ) + 

bartdM, wobei A and B wieder Färmen Sud, iat JadaofBllf notwendig’, 
da0 olle Sd mlUpu nkte der Kwan /«O mid f «0 auch ani der Knrv*o 
FwO liegen. FQnreidiend iat dieaa Bedingung aber, wie wir nhen 
werden, nnr in dön einen Fell, daB alle Sd ^ttpuu kte von /^iO und 
|m 0 die myif iiahiin, Bdi meiirfachen Sc bid ttp u nkten 

treten nocb wdisie Bedingmigsn hinan. 

Der ber&hmfs „NasrHXBMlie FandameotaiaBta'*, anecat von Uax 
Ngbrhkb in den Math. Anoaloa, Bd.0, pnbUiiert, gibt notwendigD 
und falnxeddiande Bedingangeo ffir daa Begehen der Identitfit (1). 

Im we ifen Süme wardA wir alle Sit», in denen notwondlgo nnd 
hinreiclimile oder andi nur Unreidiaade Bedngnngea für (1) ingag^mi 
werden, MNorrHsaadie SBtia" nennen. 

Alle dleae Sttas Wnnen nach P. Dubrkil ata dem fidgendon Lemma 
hefgdeitet weiden: 

Lemma von tan nn Woinn. DU Farn / MÜwtte d« GMal «S* 

imd m ad 

m Ä-t7/+Fg 

dielZwttoaieaf /fMdf «mAJi ( vgL 1 16 ). DumwdnmimmgfUi^l), 
warn itr Rad T ami VF hd DMdom imrd^ / (h$(ia da Polynom in 
ha UaeUd) Sttrdi R taf B m r id, 

Bewela DivUon von VF dnrch f ergibt 

(») VF^Qf+T, 

Ana nnd ( 8 ) folgt 

ÄF-l7F/+FFg 

-(£lF+g|)/ + rg 

oder 
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bt ntm T dmeh R tdlbor. io lit auch 5/ dnreh R toHbar, alao, da/ 
keinao von und allaln ahhOnglgm Faktor enüifllt. 5 durah R teil- 
bar. Vau kaun aomit (4) dorafa R kflixan und oriiilt (1). 

bt nmgiABhrt (1) erfflllt, ao kann raan ln (1) atobi A und B dnrah 
i4i-i4 + FFf. Äi-fl-lF/ 

enatsaa. Wlhlt nuin qxoWl W ao, daB F, efaiai Grad < « ln S| hat 
{DivUm mit Kurt vtm B durch /), ao wlxd dlo DantoDuDg 

olndaDtlg^). Multiplblert man dlaae etudaotige Daiatallnng mit R und 
vor^okfat mit (4), worin 2\ cboiblli rinm Giid < w ln S| bot, ao folgt 
wag m der TOndentlgkolt ds DaxVoQnng 

5-Aiit, r-JZB,, 
abo lat 7* in der Tiat dnreh R taObar. 

Sa Mbn nun a, a, .... a die Schnlttpinikta von /«O und f ■"(), and 
ffi, . . ffA Ihre VdtlpUrititan. Dann gQt noch 1 17 

(ö) 

IMr kflnoen dlo Koocdlnaten ao afaukihtan, daB ksüie nrel Sdudtt- 
pnnkto dA— dhfl Vaihflltnii ^:a| haben. Dann rind db Fkkttnn 

OiSi^^e^ ln (ff) alb vanchleden. Dann and nur dann lat Vf darch R 
tollbBr, wann VR dnreh alb "hmTnan Fhktorm 

toflbor bt Damit haben wir adun efaiea ontai „NanBoachon Sota": 

Sati 1. Dmm mi mr imm gfU (1), wm» für jtim SAxiBpmM a 
der J^Mreni /mQ wjid f «0 wA dw MxiÜplUUa aitrim Lmmä 
dfl/Mwb Jbol T dmeh 

/aAor ük 

Aoi dem Bowob oglbt afoh norii der folgende 
Znaati. DU Ko^fiaUtdmwoxAmi B Umm Mraliondmit äm 
Koiffiahnlm dar gitAwtm Parmm figtP i w w ffe ae. 

Anf Gnmd dea 1 gehffrai ra jedem ***«*<«1 Sofanlttpunkt a 
gewlaa Badlngangen, db db ToDbozkrit von T dmdi (^ai— aiO^ 
anadrflcfceo, mä db ln Ihrer Geremthrit (lOralbSchnittpanktoKiBunmen- 
gODOnmen) no L weivdig und hlnnddiend fOr (1) rind. Tuwniw dbaa 
db NoiTmriinfcaii BaHngimim fOr den hetraffonden Schnlttpankt a. 

>) Dan aJr-di/+ffkr-da/+i)afvinbioltn (di-ilJ/«i(Ba-JBdi. 
Om wiie duDh / trilfatf. um ohhfe mflfflah bb wwm Jl| and fl, OnM 

<m habai. 
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Die NcsiBXBBdiea Bedingnngea diid offensichtlich Uimn Badingnngon 
fOr die Fönn wenn nnd sie ermilfln. erfflUt de anch. 

Um vm Satx 1 gleich eine Anwendmig xn geben, botmchten wir 
den Fan o a 1. 

Es Mi etwa (1.0,0) ein einfadier Schnittponkt der Knrvon 
/«O und f «-0. Wir wflhten ein fflr alle Mal die Koordinaten so, dnli 
die Gende %«0 die Kurve /«O nhgends berührt und nnr im Sndlicfaon 
■chnekfet. Ans (1) fdgt, daß Fln den 1 von Q vendiiedenen Sdinltt> 
pimktHi von /»O and ^■■0 Nnll wenlen maß; denn R enthalt don 
Faktor % nnd f ist in Punkten 4* 0. Ans (8) folgt non, daß enefa T 

in dkeen Punkten NnE wird. Im Punkt Q Mlhrt vendiwbiden F und /. 
etao wrh (8) «Tifj! 7. Setst rnmn mm In r efai und Si»0. so 
eihalt "i«n Polynom ln von «biam Grade ^ n — 1. das an n yar- 
aeMgiWww Stellen Null wird, also idenHsch vonchwlnden muß. Dnn 
heißt, T ist durch ^ teilbar. Also hat man das EtgelEiia: 

Dis NoBTHnadef» J^tdingimgm aM in süism sittfßcMsn SsMU- 
pmUd won t^O imi f—0 hs nits imm srJiSUt wsm F^O iunk äisaatt 
PmtM gskL 

Ak nlcfastea betxaditen wir den Fkll, daß der Punkt (1. 0. 0) 
dn elnfadber Punkt der Kurve /«O Ist DioMKurve hat dnnn Im Punkt Q 
dnen efaixigen Zweig |. Fflr das Bestehen der Identität (1) ist jedenfalia 
u o l we i^ Bg, daß die Fonn F anf dem Zweig | mindestens diaanlhw Ord- 
mmg’) hat wie die Form f. werden mm seigen, daß dlsM Bedingung 

anch fahnekhend im Sinne der NoRHKBchen Badfaignngen ist 

T aal genan (^rch a} toObar, 

r-^r.. 

Ist A 2: tf . M lat die NcnrnraaMhe Bedingung (TeUbaxkalt von T dmeh 
edflnt Es sei also A< ff. Ans(4} folgt, anf dem Zweig | die Form FF 
dieselbe Ordnung hat wie Tg, Wflze 3^4*0 im Punkt Q, so hfltto T 
die Okdmmg 1 u^ R die Ordnung o, also R eine größere Onlnung als T, 
w eiter nach YacaosBetsang F mindestens dfwsiJhe Ordnung wie g, mithin 
RF eine gzOflen Ordnung als Tg, was picht geht Also muß 3^ Im 
Punkte Q Null wenlen. Geoan decMibe Schhiß gilt abor auch fflr alle 
Zweige in den Übrigen •— 1 Sdmittpunkten von /«O mit der Gmaden 
^^«0; doon ln diesen Punkten hat g ao^r die Ordnung NulL Also hat 
das Potynom 3^ fflr Jt-"l und %m0 n verariifodape NoUstellen; 
dancoa folgt wie bahn vorigen Beweta, daß 3][ dm o h % ttilhmr und 
aomlt T durch teilbar lat, sntgegou der Annahme, daß 3* genau 
dmeh s} teilbar lat. Damit ist ein Saix von KAPnaia bowieMn: 

*) Die Ocdsmif von. P ssf | M dis ^oq FmO mit dem 

Zwi% I (vtfL 1 10 nd 1 4Q, oder, warn ln dioHm FSU aa( dimJbe hlnsrnkasant, 
die an hsimsa ltipailiat TM F— 0 und /*0 in Q, 
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SfttiS. WomiäUs SdmiUpmüi$itr dnjwekt 

Pmk($ « 0 » /«O iM, wd awut tU mmimItnM mU itmibm Vidi&MmU 
MC» StirnmpmkU von /-O und Fv.Q dfd. u giU üi JdrnHim (1). 

In den mehrfacbim Punktan dor Korvcn /i^O und f nO laann rieh 
(Ho NoBTHERachon Bodlngangen nicht all hloOo MnltlpUilULtabodlDgangBn 
■uidrflckmL Dlo gmuuien notwemUffm and hlnnilcfaonden Bedlngnogn 
venlen wir ipiter (Soti 4) auf dno vom KooidhiEh ii i yatou i onahhliiglgD 
Ponn bringon. Ei gibt obor ln Jodom Fall Maltl|illilHUihodlngungcn, 
(Ho xur IdfflitltAt (1) hlnnricbond rind. bohandoln ln dtanr Hinricht 
innflchrt don Fkll. daO dlo Kurvo f^Q ln Q einen r-EBchoo Punkt mit r 
gotrmintQn Thngonton hat Dlo nigebflrl^ ZwdgD nkm 
die Kurve Hchnnkie dhao Zwotge mit don VtoUiidiholtDn a|,, . .,ar« 
Dleganmto S(dmlttmu]ÜpllriJUdiHPnnktfli 91itdann(r«(rx+ "* +0r< 
Wir bewehon non: 

Sati S. Wmn Üe Rum F«0 jvim dsr f itek nMU btHtimnivn 

k(/"l****'«*^) ^ /”"0 ^ Q idnittUm inU dr Yid- 

ImskM 0y+f>~l aatw etfri , ai riiid die NoBmnaalig BtMnpmgm 
Q vfm, 

Bewela Wie Im Bewria von SatiS ad 

r-*}r, 

und X<(r. Aiit Jodom Zwrig |f hat wieder RF dlearibo Oedmmg wie 
Tg. Doa helOt, wenn df die Ordnung von 2^ onf lit, 

*1" (ff# + ^“■1) i A + d/ + 0]|i 
Wogen A ^ (T— 1 folgt domoa 
(fl) 

Wir woUon non aelgen, doD die Kmvo Tj n 0 oiqoii mlndoataui f^Cachon 
Pnnkt ln Q hot Wlro du nicht dar Ftfl, hltto rio oko hlkdiitani jdnen 
(r — IJ-fadien Punkt in Q, ao hUto alo onefa hdchatona r— 1 Tangonton 
in Q, nnd da dlo Zweige in . . k «nunwnon r waBhiodano Tangenten 
hoben, ao gILbe ob efaMn Zweig i/, dor kalmii Zweig dar Knrve ^■•0 
becHhrL DleSchnlttmiiltiidlritltvaa2J«0 mit dlemm Zwdg ^ betrflgo 
dann noidi den Bogribi doa |90 hfldiatOQa f'-L. Dam wkloriqpnriit ober 
dleUDgleidiiing(0). Alaohat 2 lMOQln(mmfa 1 doaCona^tuhonPtlnktlnQ. 

AnOordom enthilt die Knm wie feflhor db UbrigeD u—r 
Sohnlttpinikto von /«O nnd ^*0. Inogoumt wird du Polynom 3^ 
IQr «Wl Null Dinua folgt wlo obon, doB Ti durch »i, 

äko T durch tellfaar lat, ontgogan dar Annahme, doB 7 genau 
dnreh sf todlbor lat. 

Bemerkung. Der ktitn TOU du Bewdau BBt aloh ondh ao fflhnn, 
daß dlo Amtthma, die Gende ^*0 achnelda dlo Knnra noeh ln n—r 
vararhlndwien Ponktan, darin nicht bemitat trlrd, ioodem tptnr die, 


filO vm. Der NoRHSniM FiiivlinMntaleit» nod « 1111 « IMipmiipau 

daß «1^0 Tifigente Im Pmikt Q litf durch ksfawa wotteren Schnitt- 

punkt von /«"O tmd g^O geht, mid daß Ihr unoIgBatUchQr Punkt 
{pi 0, 1) nldit inf dar KmvB /^O liegt. Man wdiHnOt ao: In (4) Mnd 
R und T dnreh sf taHbari akn mofl anch S dnich iS| toilbar adn. Kflnt 
man s{ «ag» ao folgt 

RiP^S,f+T^g. 

Satat man faior ao gehen S^, 2^, /. ghi Sf , 77i /*i ff* Ober, wUmmd 
Ri dnrdb. % taObar iat; aomlt fol^ 

-St/«-2?ff*. 

/• aothllt den Paktor dar auch ln TT anigeht; dam /«O und 
halw baida In Q dnan Punkt. Dlo llbrlgon Faktoren von /* 

dnd Bl ff* teilarfrenid, da die Gerade auBor Q kafna weibonm 
Seb nl ttp u nkte von f^O und f »0 mthilt. Aho mffaaKii dkae Faktoren 
von ^ ln 37 anfgehan. Daher lit Tf durch /* tenbor. Aber 7? hat ohmn 
Grad < ff In wahrend den Grad ff hat. Also lat 7?»0, d. h. 71 
iat dnreh % täbar, nsw. wie oben. 

Nachdem wir ma ao flbor die wkfatlgiten SpnafaHMle einen Über- 
blick renefaefft haben, gehA wir Bim allgemdnan Fkll dber. Der 
NoimDudl« Pmi&mmtgluti gibt die notwendigen und hfamicbeodon 
Bedhigcngeti IQr daa BertehA der Identität (1) ln etnor anlchm Form^ 
die (he b taharige Ansalchninig der Verliiderilchen vennddet. 
a e U e n e|«l| gehen alao n Inhamogenm Koordlnaton hbor. Um don 
Sats und aeloen Beweia einfach fiarmnlieren bl kflnnon, führen .wir don 
Begriff der C Vrimw i f §fyim Polynom /(%i in dnm PimM Q ein: 
/l^ tn üdleOrdnimgr, wenndlaKiiriw/»Oin Ü ohKn Hkchm Pwikt 
hat. Iat wiedw Q^{1» 0, 0) und mtwielnlt man / nach imlitwlgaidon 
Potenaen von % und ao Iftqgt die Bntwlddmig mit don (Bledom vom 
Grade f 0n % und Baannnen) an. Der Nonsiwiho Sots heißt nun 
In glnw»* ycD. P. Duhiuul angegebenoi Famng ao: 

Sata4 f mig mim ioih rf n m i » Polynom in DkOrimmgen 

«ff / uni V im Punlio a otim r uni k DU Sek n tttiidtnchkeU won 1^0 
unig^Oinoaoia, Wom m imm tmi aoMm Polynomt A* uni glli, 
iaßiUJ^ftnnM 

d-F-A7-fl'ff 
in • mtniaUna iU O rirnmg 

a + f— 1— / 

M ao dnd iU NcwiHisKlaff Btünimifm für F im PitnU t orfm. 

Beweia. Wenn A und A*f-\-B'g beide die NoxTBasacben Be- 
d bi g nng en im Punkt a erfOlIen, n erfUlt ihre Snmmo F ale euch. Nach 
Satsl erfflUt A*f-^3*g fanm e r die NuRBKitacdiai Bedingungen. Alao, 
genügt ea in bewetaen, daß A sie eri&llt, «bald die Ordnung vmi A 
ln ff mindeatena f lat. 
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Um die friUiflrai Badchnimgan anwenden n Umicn. nomien wir J 
wieder F. Wir Tmhmm wieder (1,0,0) an imd legm die Gendo 
«^■iO dnrch e ■>. daD de die Knnre ln f iddit berflhrt. 

£a nl wlcdar 

r-j{r,, X<a. 

Aui (I) folgt dann 

(7) Ki?-0/ + a|r,. 

Entwickeln wir in (7) boldo Selten nodi infiitsIgendeD Po fenwn von 
Xi und Xm 90 fahlfln auf der Unken Seite, eile Glledor, denn Gnd Qa 
Xi und nunmiiian) kleiner ale e+r— 1 iit; denn V hat im Pnnkt i 
<Uo Oidnnng / und P mlndeetena die Oidnnng Da du 

letale Glied ln (7) dnidi sf teUbu Id, ■> nritann auch ln Q/ alle die 
Glieder, deren Gnd IdUner ak «r+f— 1 kt, dnrch a} teflhar uIil Die 
EntwÜlnngen vtm Q ond/nacfaBeataiidtdleD atelgeiite Gndu mdgen 
lauten: 

0 " öi + Öl + Öl + ' ■ ' 

/ " /r + /f+l + /r+l + • ■ 

Dann folgt 

Q/^ QJt + (Ql/r + Öl/r + 0 + (Öl/r+ Ol/r+1 + Öl/r+l) + ■ • • 

+ (Ö*-l/r+ ö«-l/r+i + ■") + ***• 
Anf dw Wnfcmi Swtfa linA ■Hü Bndwidldlw wm Grad <r f 1 dmch jr{ 
taObar. Danelbe mnfl auch rac fa ti gelten. Aber /, kt au «i teOerfrand. 
Alao koht man der Seihn noch, doB ft,. ..i Ö«-i dnndi'a} te ilb a r 
aeb mflaam. Daher kOnn e n wir achräben 
(«) g-s{C + D, 

wobei D ln I eiru Oidnnng Sbtf— 1 bat. 

Einaotaen von in (7) ergibt 

Die Unke Sdte hat eine Oidnnng 2 f+ff — lina. Ako hat die Klammer 
rech tat 

Ti-C/. 

Jnidne Ordnung ^f+(f — DaondiC/infalneOrdnnngäSf 
hat, bat ?! in t eine Ordnnng ^ r. 

Von hier an vndlnft der Bewek genan oo wie der letata TtoQ du 
Dfl wk u von SataS. 

Dia Wichtigkeit dea NoRHSUcfaen TTHnHamantalMtw bemht anf 
folgndan. Geaotat, man findet, dafi von den Sehntttponkten der 
Kurven und/— 0 (wohdaidv Gnd Von und w du wm / kt) 
dne gew lm e Anahl u'i» anf ebar Knrve f—0 der Onbmig »'<« 

14* 



212 'Vni. D« NoBXBSBDha 




llqgt Weim dann in itiwwn Pnnktai onßezdem dis NoRHiBichsn 
BodlngimgeD «rfDllt lo kum nun icfaUefieD, daB die fibrigen 
(fs — <ii^-»Sdnilttpiinkte Ulf eiiier Kurve vom GnuSete — m' liegen. 

Aue der Identlttt (1) fioigt namHch unmlttalbar, daB die e»« Schnlttr 
punkte vun P^O x:^ /«O d^walhan dtid wie die von Bf «0 mit /«O, 
aho am den S dniitlpua ktan vun / mit f und den («a— m') n Schnitt- 
1 «"^^ vun / mit B hfmtmhfn. ^^/le vplcbtig Sttia voo. dieaar Art min 
kflonen, haben vir ln |M geuihen: die dortigen Sttio 1, 2, 0, 7 lasen 
dch in der angeg eb enen Wdbe umnittBlbar ana dem Nowimwchen Satz X 
herieiten. 

1. Warn mwd. KafdahnHiB nrel a^m K^dnhnltla in IS vw^ 
■fakdflMD Paaktan aiiaddai and wann von dkawi 16 s aaf dnoM 

waitMaB Ksa^oknht !!■■■>■ ■> tnn m dlo flfaf1|en I 

S. Man Uta ana Sata t oder Sati 4 den »«ia/aetM FaS äu 

KaarazaafSia Satm^ ab: Wm In dnan Sehnitipankt der Kuvan /— 0 and 
f— O l dw dm fHtMbw Punkt dv aotan and ^ Maebar Ponkt dar avaUan Knrv« 
kl; <Ua r TaapnlaD dar otatB Kbiva von dm t Teagmtaa dv awdtm Karva tan 
Pukt a waUeden aind, and w a nn P In Pankt mtodaatana die Ootdonng 

r+t — 1 lia;^ m rind dia NosnoowdieB Badlngnncm In dlanmi Fnnkt arfSllL 
S. Man beaalBa dm Moaiwvamhan ^^™*«"*»*»*»** ln dar aiyaflniHnhm 
Nuaiuimefam Pkaang : Wmm In Jadmi aigmtlkfam Bohnltipiiakt i (mit dm 
Inhnmnfmi KomdlnBim «i.i^ dar Knrrm /~0 and f~0 aiaa Idmtittt 

Fa-P/+flf 

gD^ wofaal/.f.F PDijmame ln a^. a, and P, Q PotmanfiiaB in 
aind, ao gilt anok alae lAmmUtat (i) xnit FoiTnonim A and B, [Man bnaha dla 
FotäuiUim bei dm QUadmu fr+a— 1 — i)-tm Ondaa ab and oaaeho dla ar- 
GUebnng honmgBD«] 

f 40. A4Junilerte Kurveo. Der Reeteta. 

Men kinn die Betnehtnngen d l « — Pengieplien ebeuognt uif den 
ln I SO definierten Begriff des Zvelges wie snf den in 1 40 nnaMiing lff 
davon definierten Begriff der Stelle gründen. Wir wiblen dna efstnre, 
veil vir die Begriflhhfldnngen dee Kap. 8 aovleK) brancben. Unter 
einer SiäU einer ebeom Kmve F ventefaen vir in dlifini Zusammen- 
hang einen Zveig naammen mit dem Anfangspunkt dieses Zvofga. 
Ein DMwt auf du Kurve F ist *dn« «niTTl«h« Menge von Stellen mit 
ganneh llgm VIelbudiheitBn. Die Sum ma vun zvei Dtvlaom vird dni^ 
Zn as mnweifn s nn g du in Amen vor krunnvevinn Stellen und Addition 
der yielfMhhdten definiert. Eine beUebige Kurve f^O, die keinen 
Beets n d t s ll ndt F gemeinsm hat, adineidat auf F «Inan bestimmten 
IXvlaoram. Eine Uneere FO nnensRhiir ^gt+-^i+ * * * +^flr 
aus F eine Knamu Dhi aorm mk u r ana, n ^ nun nodi einen ibeten 
DiviaQr addieren darf (vgL 141). Zvei Dtvieoren deivdben Uneeien 
Sdur hd fl w i äfuimlmL Eine VoUaAar lat eine lineare Sdur von ganson 
Dtviaonn, die eile au einan gegebenen Divlaor Aquivaleutan enthl4. 
Das Sal dieses Fsiagrapben lat die Tf r in a tn i lctinn du Vnii«i»b«mn 
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dner gcgeboaen Kurve. Za dffiar Koustniktkni dkoon die adjuuglerten 
Kurven, die jetst erklArt wordoa eollen. 

El eel f ein mehrhefaer Punkt einer irredmiblen "hmm Kurve 
r ndt dar Gidchung /«O, und | id dn bertfamnter Zwtlg im Punkte «. 
Dio Pobuun der Punkto y der Ebene, daun ddehnng lintot 

Ä^/ + Ä^/ + Äfly/-0. 

gohon alle durch c; de achneidan ilao am /'eine lineero Divieonawehar 
auB, ln der die Stolle (^ ■) all ütator Boatandtdl ndt dnor gemim Vld- 
iadUidt r vorfcn mm t. iwIwTIb y kann dIo Schnlttviallaclihdt der 
Polaio mit dom Zwoig | nnMiikfa ohfllit ivoidcai; r lit oben doflniert 
ab dar Udnato Wort, dm dloae SchnittmultlpHdtflt annohmm kann. 

Dor Punkt i hat auf dom Zweig | auch elno beatimmto Vlaliadi- 
hdt M (vgL I Bl) : m bt die kldnate Sdmlttmnltiplliltit vm } mit einer 
Gendon durch i. 

Wir Vi e r d en nadiher aohen« dafi db DUicras 

8 — v— (a— 1) 

atota podtlv bt. Unter dnor m F t J f im gf trtM Kwm v era te he n wir dno 
aolche Kurve f«"0, denm Sdmittmnltipibltit ndt jedem Zweig | ^ 
jedem vtolbchnn Punkt von F) immer 2 d lit. Db Fonn g helDt dem 
auch eino aäjtmgisrU Form, 

PCr einen Punkt dar Knive bt ewO. ebo 8^0. 

Somit gibt ea da keine ArijTmgfnpHriMmiWngnng. FQr eben f^befaen 
Punkt ndt getrennten Tongentm iat nach |I5 

e — f— 1, w — 1, 

abod *« f— 1. Efaio adJunglertaKurve hat abo aUoZwelge dtaanar-fachfln 
Punktea niindeBtaDS mit der Vbifkdihirft so aohndden. Im Flül 
dner gewflfanlidien Spitae bt v^I, n «B, abo 8«iB. Elno ai^ungierte 
Kurve adl abo dm ^dtaemweig ndndädona ndt dar Vbifadihait B 
achoeiden, d.h. ab acdl Tntn/Wwn» rfnbdi durch db Spltie gehm. 

Aobikwi. 1. In dneoi f^4Hhai Fonkt mit gitieeiüni Tangntm mafl Jede 
Bi^uaglartD Kmve mlmbafaBB ahm (r» Fankft 

9. Man flherbgi Moh, wb db AdJkogtvtfadtdbeiUaiDg ffir eine Bohnabri- 
qiltfl) nnd fflr otaan BvflhmgbBotn batet 

Ba lat fOr db reefanobahe Aniwuilung da* Adjungbrtbeltabodfaignng 
bequem, au wbnn, dafi oe nldit nOtlg bt, db Polaren efia Punkto y 
m bilden (wb ea ln der Dedtoltkn oben geachah). aondecn dafi db Polara 
ofaieB bdbblgm Funktaa anfieriialb der Kurve KurBeiedmnng derDItfe- 
rans 8 anselchL Es ad nlmlbh ¥ db SdUdttmnltlpllilttt der Polare 
ednea aobhep baten Punktoa y mit don Zwoig | und n' db Sdudttmuhl- 
plbltlt derVarfalndnnffge ra d an yu mit dem Zweig Dann werden wir 
Beigen, dafi db DtKerena 

unabblnglg vün der Wahl von y und gbidi 8 bt. 
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VsE^dchen wir swol venchlodena Pnzikto /• y' ndtohiBiidflr, fn 
kflmian wir BnnehmeD, daB dleM nicht auf dnar G«nden mit dffln Pmikt ■ 
Uflgmi; loiiit kfinntflD wir ja doaa dritten Punkt onfioilmlb der Geredon 
ob Zwliduo^lad afauchaltai nod mit bddmi vH^dcheD. Wir kflonon 
■bo t, y, y' ab Kcfcm da Koordlnatendrdocki annohniBn: 

■ -( 1 . 0 . 0 ) 
y-(0.1,0) 
y'-(0.0.1). 

Die Fohra vm y lat dil~0t die von y* bt 0y/— 0. Die Schnlttmnltl- 
dleor Polaien mit dem Zwdg | in ■ seien ^ fanr. f". Dlo 
SdudttmiiltiplldtAten der Geraden iy(s^«0) nnd sy'(jr|»0) mit 
der Kurve sdai m' und n". Dann haben wir sn bewe isen 

-V"- (»#"-- 1). 

Ein aUgmelnar Funkt derKorve sei (1, ^ . Dann wbon wir. daB 

(*> all — ^ 

Ist. Auegedrflckt ln der QrtinnlfbnnUeranden da Zwelga | hat €n 
db Ordning ff', abo die Ordnung y—l. und ebenao die Ord- 
nung weiter haben 6|/({) xmd 0b/(d) die Ordnungen und t*". 

Daher folgt ans (8) 

oder 

Damit Ist bewleaen. dafi d' "nfthhengig von dar Wahl von y bt. Wählt 
man y so, daB m' mhdinal wird, so wird wegen 

vm selbst auch V' nrirrfmal, und d' geht ln d Aber. Abo bt, tmahhlnglg 
vm der Wahl da Punkta y, 

Dafi r'2 bt (mit don iehm nnr fan Phil elnoa 

winfltdipn Punkta), fol^ s ofo rt ans den Entwlokhmgen ln |I1 (vgl. 
db dar üg e Au^. 4). Daraus ftdgt abo 

dasO. 

mit dam Gbiehhnftoeinhnn nur Im FSH «hM« n^nfnrK^ Punktes. 

Db adjunghrten Formen vom Grad« — 8 (wo w der Grad dar Kurve 
bt) haben eine beaondaro Bedentung wegen Huer Beabhnng au don 
DUfanntblen antv Gattong da angdUhrlgen dgebrabcbon Funktbaen- 
kflrpexi. Ist nämlich feine solche Form vem Grade»— 8, so bilde man 
fflr einm eUgomeinm Punkt d von F dm Auadruck 


iO 
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Da man don Auadrock «ndi m acbrolbai kinn 


dü 


Mit) *t‘ 


wobei im enten Bnicli SSlhlor nnd Nonnor denntbon Giad liabeOi ao 
hingt V mir von dcnVorhBltniam dar { ab, d.b.di} ht dn Difbnmtial 
den Kfiepora 1C({| : fg, Im Shmn von 1 16. 

Aul einem Zweig | von i' bot ff(j) mindcatani die Oidnimg A Da 
wdtsr Bj{iS) die Ordnung / und die OMnung ii'—l 

bat*), ao bat dQ auf dom Zwdg i ndndvtoDa die Ordnung 


Daa hdüt nla», daa Differuntlal dü hat kdna Polo (ea lat „flbezHÜ end- 
lich“). Solche Dlffcnmtiabi nennt man DiHmudUk enUr GattMf. 
Genumr eq^bt alch ana da oben dmchgefflbitei Rechnung: Wmm g 
anf i diö O f dmmg d+a Aal» wa hat dÜ iU O rda m g a. 

Der Dhdaar, der ana den Stdlen bedeht, die an den vieUichen Punktoi 
von r gahdran, mit den oben deflniertan Vfrihehhaiten d Iflr Joden 
Zwdg I, helfit der DoppdpMktdMaor der Kurve T. Jeder vi e lfa c h e 
Punkt gibt demnach ebien Beitiag nnn Doppelpunktdivfaer. Bbi 
f-fufaer Funkt mit getren nt« Tangenten tilgt adne f StoDan bei (den 
f Z wel giMi dea f-fachen Pnnktea enfaprechend), Jode mH der VieUkeh- 
beit r» 1. Rina gewöhnliche SpHae gibt ala Beitrag die SteOe der Spltao 
ndt der VlelfBcbhelt 8 uaw. Der Doppelponkldlvba wird kflnltlg 
mit D beaekhooL 

Der wicbdgato Sats über die adjungterten Kurven, der Bbul- 
NoRHuaefae RoitKts, ergibt dch ana dam idgendan Sofa aaw D ap pd 
^unitdiataor» 

Waim aim Kurm g —0 mta F dm DMm G mtmdm a ii f t mi warn 
ahm ad^mgiarta Kwaa P^O miwdntam dm DMaor D-^-G mmohimidat, 
ao glU ahm IdmUdt: 

( 8 ) F-AZ + Bg 

mU o^imgiaHem B. 

Anden a u oge dr flAt! Warn dia Salmitin i ul l tf d i a itit am F^Q mU 
fadm Zwaig ^oouF miodadmn d+cr wM t wh tkm dtfhdart 
hiwndadh SekmiümuUHdhÜit mm g-0 mü Fid, ao gOi mid dh 
Kwaa BhO iat m F adjimghrt, 

D« lotste Teil der Behauptung; die Adjnnglerthelt vtm B, iat elno 
Folge von (8). Denn nach (B) hat BhO mit Jbdem Zweig | dleaelbe 

>) Nbmt maa wlader !,«> 1 u, oo |Bbt ln dgg flhar, nd wir 

■bwi IrlllMr, dafl gÄ‘u fllaar il^dfahm fitalla db Ocdmng n'— l hat. 
lax Vkll otm miilgBotiialiwx Fnaktai vwtaaaiht mui db Heniai voa tt 

■nd h* 


816 Vni, Do MoKnmdifl ypniiMTvontmhtfai «nd irino l>dgroifm. 


SdnilttmxiltiidlxitAt wie Bf^O. und da g^O xrar dia Schnitbnultl< 

ftirffcnmnwn . 

Id Fall« dafi 1116 mebrfadien Ptmkte von F gstrennto 1 aii< 
gonten hcü». lat der Satx vtim DoppdponktdlvlBor offondchüich ln 
Satx 8 (|48) «nthaltsn: <^gnn wenn dlo NoBTimacben Bedlngnngcn ln 
Jedem Schnlttpiinkt von /»O und f —0 erfOllt afaid. ao gilt eben (3). 
Den Bdnrlolgenii oUgsmelnffi Fall^roiden wir im nichaton Faragia])han 
erledigen. 

Wlrkomincii nun lumBiiiLL'NoKiHXH schon Roataats. UrbeMfft 
ln aeinar prflgnanteaten F^rnong: 

DU »dftmgUrU» Kwwn irgiMtua Gniea m aek M iä e M an» F tmfler 
iam DoppdpmMMmr D tim VoOackar ata. 

Dttiken wir an die Deflnttian olner VoUadiar» so Icfonon wir dsMwIlio 
miffh IO BiBdrDckBn! 

IFaiM a^M a if i mgt arU Kwm ^ «a Fim DhUor D+B atmckmitiet 
mi Mmv B' UgaMu au E äguhaUat e r gaum DMaor ia^, ao giU oa 
aiua amaiU aifuugtaala Kuna, üaamFiau DMaot D+IT a mkuMM . 

Bewela Die Iqulvalentsn Divlaaran B und wordon durch swol 
Fonnen g und g' einer Uneazen FonnenKhar az^eadmitten, die außer- 
dem noch festen Diviaor C anThnfrtilfm mdge. Dann adioeidot 
die Fbnn 

F-yr 

den Diviaor D+B-l-C-l-B* aoa, die Form g aber den Dtvlaor C-\-K. 
Nach dem Sela vom Doppelponktdivlnr gilt also 

F ^ Af Bg, 

Dahel aehnelden F und figanaFdenaelben Diviaor D-|-B+C-i-F* qhh, 
Tkihar mnfi B dm Diviaor D-l-B' enmcfanelden, womit die Behauptung 
bewleaen lat 

Der Reatmlz gibt dlelllttel, Jede beliebige VoUachar an konatruloran. 
lat nSTTiHrh G Irgendein ganser Diviaor, ao lege man dnrch G+D olne 
adjunglorte Kurve. Dleae mflge am Flnageaamt dm Diviaor C+D+F 
anambneldm. Dann lege man dnrch D+F alle mflglWum adjunglartnn 
Kmvm dfdhiai Gradea a»; man erhllt ao lauter Punktgmppm G* -1- J!3 
+F, wobei (r wo G Sqnivilmt lit. lat umgekdirt (? wo G iqntvnloDt 
ao lat G-l-F xu G'-|-F Iqntvalmt, alao gehdrt G'-l-F au dar von dmi 
adJuDglertm Kurven ai-tm Giedaa an^eadmittonm Vollacfaar, d. h. 
ea gibt eine adJuDglerte Kurve ai-tm Gredea, die dm Divfaar G'-f-D+F 
aimchneldeL Dia ga a uc k la VoBaakar \G\ wM aomil von im a i fmg iarteu 
K u n m e wu m r ihi Wia, Ha mifimiam Sa» faaUu DMaor D +F atmehuaUtam. 
Man kann das andi ao amdiikten: Dia FoCMer iGj iai iar Raai wou F 
iu taMf auf Ha FoOMer, Hawouiau aäfuugiartau kurvau aitm g au Hg asH 
Mm Gniaa m m agaa d m ütaa wM 
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A17 


Win man eQtKtuddcn, ob md Dlflmoi C,C flqnlviloiit dnd, 
BO iteHa man dlo DUTbtqiu C^C aii Dindnm von nrai ganien Dlvl- 
aonan dar: 

C-C'-C-C', 

und BDbo nach, ob ff dor VoUachar |G| angehfirt. 

An^plMO. a. Auf dag C S e ta dei hat dneVdMiar vom Gada m lUaUIaaiaaiB. 
•k All dner kuh^hm Kmva obM Doppd p aakt» hat oIm VoUKkar Tun 
Crndo a fflr • > 0 dla Dhaondon a— I. 

0. Aaf diiv Karva itOfdaaig alt alaea KaoCaipoakt adv dnor Kpltaa 
badmmt otn dnialnnr l^akt ute dn l'oaktqiaar das VolWar t« dar Dfanoft* 
aloa 0. nuBiuiaumcBi moa doi l’aakt^aar aaf afaar Ganda mit dam l)ap(*l* 
puakt lkp[t. KIn l*nnkttripd huHmiat olaa VdllaQhar vao dar DlaiaiBdoB 1, ola 
Dnakiiiaailmpal dao VnIWhar von du Diaoodui 1 

I 60. Dar 3ate Tom DoppolpiinktdMior. 

Wir haben In |4y don Sata vom Do^jQlpunktdivlKr (Qr don Speiioi- 
foH bowlflBBn, <kD dia Gnmdknrvo /--O kefno andann Singnlaiitltai 
ob mohrladia Punkto mit gatnamton Tknganton bat Hlor «U non d« 
nUgamebie FkUl oriadJgt ivsdon. 

Hlllaaatx. Wmm m md PotmmHuu 

i4(0-a^F + ai,+ir+» + *- (^+0) 

Ä+0) 

di» »nU mindtiitmt dittdk» Ordmmg kdwUäU mdk, i, k wtm 

90 id ii 0 mU dmdk dU wmtU Mer: 

( 1 ) 

Bewela. Wi aotaan in: 

0» + ^_,+.r-'+* + • • •. 

•etaen daa ln (1) dn und vh^bMmiq dlo EoaflUonton von • • • 

auf bddon Sdtan. Du eiglbt dio Badfaignnffe^eldniiigiii 


an dooen ™n wogon Rolha nach ^ 

Bllmman karni. 

Tm fedgendoa bedaatan f(fi4 uv. Folynoma ln f« doran 
XooflUonton Fotauralhm ln / (niit guHsn nlchtna ^ llvAii Biponantan) 
alndL Vm /((,a) utun vir vonna, dafi ndoppehrnneUM undiogtilfir 
In r Irt (d. h. daß der KoeOUnt dar höddtoD Fütoni i ^elcfa 1 lat). 
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Weiter rnSge /(if, i) Im Bereich der PoteoereiliaD gant in LineBrCaktneii 
lerfellen: 

(2) «O- 

Unter dkaon VormoMtxangec gilt 

Sets 1. TTmw F% e) tmi f (i, i) » hmMfiM mM, imß äit OrimMg 
itr Poimwtike fOr /»l.S,....« Mm mMmMm itr 

Orimmg in F rüt iUn 

(8) ö^)2(4n^) 

lif, JD giU Min» limiÜH 

(4) F{^, I) - iff. »)/(i. e) + Af (<. f) f (#. *). 

Bowele. Nach dem Hülkata Int F^taji durch cloa Prodnkt (8) 
teillsr; Inabesandere gilt flkr 

■P(<f »i) " • • • (®i— f ft ®!i) Ä (0 , 

wobei 12(0 Boteiutrrihe in f bt Die DUZereni 
i^ft f)- (e-iaj . . .(e-eO g ft f) Ä(0 
wird Null ffir e^o^. ilao lit eie dnreh m^mmi teilbar: 

(ö) J7fti)-Ä(0(i-«J...(r-egffti) + 5fti)(.-a^. 

Im FbH • h 1 lautst die« Glelcbinig 

i^fti)-Ä(Offte) + Sftj)/ftj); 

damit lat fOr 1 die Bebaoptung (4) «lehfln be«ie«n. Sie werde daher 
(Qr Falynena vom Grad n — 1 ala rÜitig angODianinen. 

Setst man in (S) w), so v erac h w i ndet daa ente Glied 

lechti, und mmn eteht, dafi dkwnihe Ordnung hat 

wie J^ftflc^. Bho mindwhwa dieel^ Oidxmng wie 

(«y— «i) (av— »J- • «V-i) • •ftüf— ®b)f ft 

Fol^lch hat Sft o^) fflr /«-B ».... » mindeBtens dieeelbe Ordnung wie 

(a*,— mj. . a^_i) ay+i). . .(av“«0f ft “»)• 

Duana leigt nach der Tm1tifcrtQTi«irnnui«nlrmfl_ anl /^»(f — otji.. 
angewandt. 

(fl) 5ftiO>"Cft^ft-'a>^*<>ft'~««) + ^ft<)fft«)' 

Setst man (B) ln (S) ein, m eilillt man eolort die Behauptung (4). 

Die AUeltang von /fti) nadi s lat 

i^/ft ») «i)- • (•—o^+i)» • •(»— flb)- 

Die VoiaiMetsnng da Saiza 1 kand al« auch m fannnllert werden: 
Fftcd^) moB f9r r n d tiiittmM iitnlb$ Orimmg Mm wU 

Mftö^’fft«^* 
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Nun Bel HUt i) ein Folyncni in « nnd f, rqpillr In i and frei von 
mehrbichmi Fakbnen. | U eerflUlt in linnarhhtonm 

wobei .. ..«b Boteoiralhen nach gDbeodumen Potenion von fi rincL 
Ea mflgen jewofla Potmiinlhan Of au nui iBn dnon ^tnig ^ bflden; 
dann Irt m oino Fotenseiho ln der üftaanifocnudannidcn ob durch 

doflnlQrt lat IrtAdBakldniilofraDiehMniaYlellaclioalliB'ir/iaDldi^^ 

fl — 1* 

■etnrn und atmtUcho »i, ...,cgy ab I^itaisiiihen ln 1 ichicihen. 

£a alen F(ff, i) nnd f (fi, f) odtm BalyDame ln ti und f. Db Oidr 
mmgen too g(fi, ei^) nod F(if, toji ab Potamitiitien ln Xf aeli» 

cry.i^ nnd Ent^iracbaad den VoniBBetaangea dea Satna vom 
DoppelpnnjrtdhdaQr (|i^ ael 

i ^ ^ — 1>— (i^— 1) + 

oder 

Dann hat alaoFfiiioO’iJV"' eine grBBen Ordnung ab £^(ii,a^f(ii, e»^. 
Daa gilt erat n^t, wenn dnreh eevtst vüd, 6am m lat 

,^-1- ft*«-“ 

h-kn-i. 

Abo hatF^iOijl^"' ab PotanraOie.ln 1 nündeatena dbaelbe Ordnung 
Banwa folgt nach Sota 1 

Ordnen wir beide SeUen von CO ixudi Fotenan von i, m kiumnm 
llnki nur aolche Potanaen foc, daun Ka pon e nt a n knog ment — 1 (mod^ 
aliid. Man kann abo anal. und M^j) alb db (äledBrl^wegbiKn, 
denn Expooenten A nicht ■ 1 (mod A) dnd, ohne db Omtl^DBlt wm (7) 

an MWf***™T Sodann kann man balde Selten Yon (7) dnrdi kttraen 
und A 'darch u eraetaen. So eriiAlt man 
(B) F(ii.i)-Pfii.i)/(ii.i) + fl(if,i)g(ii.j), 

wobei P und Q Polynonie ln f und Fuleiniuthen in w MndL 

In dar mtpcftni^ldien EMong dea Sahwa Yom Doj^ponkldivbür 
hatten wir ei nldit nrit Fotynomen /(«, i)i aondem Eonnon /(%, 
dii.Ji^gatniL F(b db üntenodmng der NQRBZBchea Badbginigm 
fn elMm beet fanmte n Pnnkt (I—(1|0,0) Uanen wir aber SgHl aataon. 
Demant^veeband aduelbai wir Jetat /(li#ii) atatt /(«»i) und faaen 
daa bbher.Bewbaene aomunen: 


aao Vm. Dv NuEruoidM FtmluiiflDtalKti loid hIbo Fblgona^nL 

ünitt iM Vo rm m alm tttg $ a in Sttfan vom Dopp äpt mktiMnr gilt 
tim limUrn 

«dM P uni Q Pclynomt in i ttni^ itrm Kotffi^mim^ Poimar^keu 
u aini, 

Brkfat man dloBi Poteovelhm ello bei oliier genOgend bohsn Potenz 
von ff eb, ID folgt ani Satz 4 (| 4H) lofort. daß die NurmRnchen Bo- 
din g nn g m Im Pnnkte 0 erfSllt diid. Wir «ollon aber, um an elnom 
mllgUdiatkiinen Bevala dea Sataa vom Doppetpunktdlviaor za kwnmonj 
die Anwendimg dea Sataea i venneiden lind lieber direkt Satz 1 don< 
'aelben Panigraplifla veraenden. 

Wla ln {48 gezeigt wmda, kann man ln einer Identität der Geatalt (0) 
den Grad von Q{Ut a) In i farnner < n onnehiDen. Die UanteUung wlfd 
denn elndeotig. Uoltipllalert man dien ohidontlgB Daratalluiig auf 
beiden SeltaD mit der Benltante R von / und g nacb i nnd vergldcht 
de mit (4), §48, eo folgt uegai der Elnideatl^cnlt der Dantelbing 

s^RP, r-jzg. 

Dabei lat IZ ein Polynom ln « allein, daa den Faktor enthält (fro a 
die SdmIttmultlpHaität ven 0 ala Sd mlLlpu nkt von /mQ und f^O 
lat)i vlfaread Q eina Fbtenarelho in u lat, denn Koelflalenten Polynome 
ln f dnd. Ordnet hmw mm ln dar le tzte n dekdnmg TmtRQ NdHn 
Setten nach atelgenden Vr tmwm Yon «, ao aleht man, dafi T d n rdi 
teilbar lat Daa abd aber genan die Nuaivuiacben Bedfaigangen Im 
Punkt 0. 

Da, damnlbe fttr jeden beUebdgen Sdmlttpankt ¥on /mQ nnd f »0 
gilt, ao folgt nach Satz 1 (| 48), daB im Bereich der Foemoo eine Identität 

F^Äf Bg 

beateht Damit lat dar Satz vom Dojqielpimktdivlaor bonioKn. 

Hen i Ml a daa Idv gugebsMa Bawita id dar, dafl darin talaa 

rin« fiflfi d hohaa Piafaa vm $ baw. • obfarioht. 


I Sl. Der RnoiAinr-RoCHadie Sata, 

Die Ftage, die dmdi den RnHAmF-Rocmchen Satz beentwortot 
wild, lantet: Wie grofi lat die Dfanmalon alnar VoUadiar, oder, wna 
daamlbe lat, die Dhnenalnn einer Dftviaarenklnme gegebenen Gndee auf 
einer algefaraiachea Surve T? 

Da der Begriff einer Vdlacfaar faiiatlooBl Invariant lat, mnnnn wir/* 
dnreh jeden biimtloneln BOd von P eroetzen. Wir Ukmen dahv an- 
ndmien, dafi P efaio ebaie Kurve mit nur nannolen Slngnlarlttten 
(daa riDd mehifache Punkte mh getarnten Tkngaaten) lat Der Gnd 
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m 


dloBT Kurve nl m, die „ZbIü ds Doppedpunkte" d. daa Gwddedit p. 
Dann bt ein 

■nd 

aommlart flbor alle mehrjadien (f^bdua) Pnnkte der Kurve, 

Eine benoden Knila qdolt ofam DtviaaraaUaM, die DiHmnÜd- 
Maoi odtf AsMoiiMa KbaM. Dto Nidbtelleii und Pols ebn DlfbEentlala 
iin Stm von |8fl, 

bilden, «mm man die NuQateHea ndt poaltivBa und die Pede mH n^itivmi 
VkUachbelten lechnot, dnen Divlaor. Da alle DUtemitkle ana don 
DlQerentlal in durch UnltipllkBtkn ndt einer Fhnktkii /{«,«) eot- 
atehen, ao dnd alle ngehliflgea DtvboraQ Iqntvaleot Sie Mfiiw mH 
dno Ktaaae, die DifftmMlißm, 

Der Grad der DlflmeotlalldaflBB, d. h. die der Nnlldellen vm^ 
mindert nm die der Bolo ebea DlBorentlali, Id nanh | |o 

1 ^- 1 . 

Wir Hafen mm nach der Dfanmidaa der DlfianntlalKhar, d. h. 
dir Dlmendm dar VoQachar, die ana den efbktivmi P i vla uieü der 
ntfleranüalklaaa beatdit Dlrae oQektlvmi Dtvlaoreo geb&ran an DUEe- 
rentUen dme Pole (Dtfbnntlakii entm Gaitnng). Nach |4fl 
dleae Dntneatlale fai angBr ReaWmng m den ad]anglerten^Kiirvea 
(M~8)<ton Gradei, die man anefa km m t t m h Knnm nomt 
ndmUch (dne aolche fc»nonUrh* Kurve anOer dm DoppalpiniktdIvbQr D 
ofaian Dlvbor C ana f ana, n lat C ein eflbktlw Dlvln ix Dtfiarentlel- 
Uaao, nnd da die kan o nlad ien Enrvmi ante D atala eine VoOechar 
■iiTiinaliiM, ao erhfllt man ln dieaer Webe aoeh alle ettektlven Dlvlamn 
dar DlffamiHalkTwn. 

Warn «Ir Im folgaDdan a^en, ebio adyanglertB Kurve f aihiieide 
don Dlvbpr C ana, to meinen «Ir deti, daB Äa Kurve anfier datn Doppd- 
punktdlvlinr D den Dlvldr C arihnddet. SbenaD aagan «Ir, f ^lie 
durch dmi Divlaor C',«ann 7 mlDdataaadanDlvlavD+^aiaBÄzieldat, 
alao «um C ln dem vorhin botraditatan Dtvbor C ala Teil enthattwi bt 
Im Fon ^■■0 bt Sp^t pe^tlv, daher kann ea keine eOektlvea 
Divlaoren In der Dlfbreotlalklide geben. Db Dimenalan dm DilÜBea' 
riaiHwMM bt ln diwm ]bll wnh doT fai §4fl getroffanep Vmelnhiimig 
gleich — 1 an aetnn. 

HaaelBlao^^ InndaoinUei^S, DbAnnhl der linear mnhhtnglgen 
Kurven (m— 8)-tiii Gndea ln der Ebene bt 
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ud vhio FolffBungen. 


fyJl efaio loIchQ Knrw adjiniglcBrt Mdii, so hsbon Ihro Ko Bffldon ton in 
ledern f-fidien Punkt 

Uoeve TWHiig nT T flii glalp.hiinfl wn m orftUlfln. Die Zahl der Unoor iin" 
ebhAnglgen adtfimglerten Knrvoi (M~S)-ten Gradei Int nlio TnlndcHtann 
^wirh 

^ («- 1)^(1 » ^ ^ 

Em gibt älao /tfr ^ ^ 1 im m s r b &n o ni aokc JiC«nwi'), tMfd dit DitiwuioH 
itt eo» Anm mngßnkniUfnm VM w c k w mn tf « W w derfwi 

DcaÜi nmen wir ln denelbon Welee die- Dtmmudnn dor von dm nd< 
jnnglertao Kurven (w— l}-tm Gndee in^oKhnittenen VoUacluir. lo 
nndn wir mlndeeten den Wert 

S. 

Der Grad dleeer VoUechar lit g^ekb 

m(w— 1 ) — — 2 . 

DIcm Kfidunuigen gelten andL fOr ^ « 0. 

Folgerung. Wmm im DMeor C mm ^+1 Pimb/s» bmM, ao hiU 
iU Voätdutr |C| wiitimHmM iU Pim maioH 1. 

Bewele. Dröch die ^+1 Pnnkte kum men eine adjunglarta Kurve 
(ei~l)-ten Gradeelegm; denn die oben omcfanstoDlDieiMkm lat 2^ + 1. 
wenn der triviale FiUl IN anegeachloHen wird. Diese Kurve acliDoldet 
anOer C ebwi Seat C* ana, der ena 

Pnnktm beateht Der Rot von C ln beeng auf die adjungbrton Kurven 
(m — l)-t 0 r Ordnung lat nnnmehr etna VoUadiBri <tte (kn Dlvlaor C 
enthllt und mJndertene die Dünanakn 

(^ + + Bm-8) - 1 

hat Damit lat die Behazqitnng bewloHn. 

lat apasbU ^»0, ao folgt, dafl Jeder idnaehiw Pnnkt einer VoUaefaar 
von der TUnwiMinn i ongehilrt Dleae VoUaafaar bildet die Kurve V 
faiiatknial auf eine Gerade ab. Sornii id /ade Kurm ipm CeaaJWafil/e 0 
Mnifofiai dfiiAMM aAur Gnade». Soldie Knrven' beifien rdUtnrnU 
oder »wikarie/e Xwnw». 


■) Hur Im Teil m» I kamt man oialit rigwfHoh von adjiiiigkrtwi ..Kurven** 
dm Gfadm m — 8*0 ^imdMn; w«dil ab« gibt m mäae diypd^nfaktfpriea 
Knxra ulIeiiclartB FÖixomi von Orad Ol die Ktaiiefauiten. Dis 

von Ommi eemeoohiilttBie VoOeBhai (von dm Dliomalaa 0) bmteht nur ona den 
KnndMaor. «fa flhriiaae hrnnm Im Fall 1. 



1 61. Der RnMAinf-HncmBhr Ui. 


Zum Boweda dn RmMAmi-RnnMdHni Satan haben Brill und 
Northxr den folgenden Rodnktloniaati anlgntaDt: 

EttdC du ^ fßkUw ir Dhiaor uni P dn PmH^onr, Wtim 

aiämdiu Mammiaolu KuntfgüttäUämtkC.aktrnUdäwd^C-^-P 
gddt ao id P dn fahr PmH 4tr Vdtmimr |C+P|. 

Bowole. Man logo durch P eine Gerado g. die/' In « vgac fal edeDen 
Punkten P. P|. . . . admoldot f und f bUdon gMimniin eins 
edjunglerte Kurve vom Gnuleai — 9, dio dnichC+Pgehtundaufierdem 
ebioi Rat B ana P ananhnddat, au dom wohl die Punkto P|, . . 
gehfira, aber nicht dor Punkt P. Um mm dk VoOachar |C+P| an 
erhalton, bat man naefa 1 40 durch E allo mfigUdiai a^nngkrtoi Kurven 
der Ordnung m— 9 au logen. Alk dlao habon mit dor Gendon f die 
<B-~1 Punkto Pg...., Pm gwndnaiu; alao ontholton dlaa die Goiade 
und daher aoeh den Punkt P. mtfalnlrt Pein kator Punkt der VaQaefaar. 

Untor don SptddUMdid$M i etna ofUcfetlven DivlaDn C ventoht 
nMJi dio Anahl der linear uhabhinglgai hnnoDiicfaai Knrvea, die 
dnreh C gehen. G0)t a kaine aokiho Kurven, m iat 4^0 au aetaon. 
bt {>0, m helBt C ein apuMr DMwr und die VdlBhar \C\ eine 
Sptddadiat, 

EfaiD Spealaiaahar |C| kann atoto ah Roat etoa aneiton ^)aWkm 
Divtoon C* ln beang anf die kannnlarJin Schar |fP| otfaalten iveiden. 
Lqgt man namHrJi durch C eine kanonhdie Kurw, n acfaneldet dlaa 
oben' Divlam' C+C^W ana^ und die VaUechar |C| lat nadi {40 der 
Roat von C* b beaug anf die kanonlacfae VoUachar |IF|. 

Bin Diviaor, deam Grad 9 iat, lat deber nidit qtaiell, 

dann W bat den Gnd 9^~1 AndenneitB iat dn DMaor, deaen 
Gnd lat, aldher apadoQ; denn durch ^—1 Punkto kann man bunv 
eben Dlviaar dm VoUachar |TF| legen, da dlooe dio DlmeD- 

äon ^--1 hat. 

Oer Rmumi-Rocsiaohe Sata (b derBRiLX^NuaiHaiiauhenFkBnng) 
bongt nun: 

IM näft Grwi md i dar S^Mmtiindfj dam a/lddiam Dkimn C, 
md iMfdU Dimmukm dar Vdt wolm |C|, ao' gAi 

(1) .f-n— ^ + 4. 

Bowela. 1. FalL f^O. Iat f >0, oo haltoi adr eben Punkt P, 
der nicht von voniherab leMer Punkt IQr alle D i v la or m der YaDacliar 
iat, feat und bOdon don Beat |Q|von Pin beaug anf |C|. DerSpeafaH- 
O^ndox von Cf iat dann wiedor M d&: däon wann oa ai^nngierto ]&rven 
gibe, db dnich Q gingen, m nire naÄ dem Redokttonmato P eb tetar 
^nb von |Cl+ P| « |C|, ma nicht der Fall iat Beim Übergang 
von C auf Q vmrbgeni locfa db Dbienikm r und der Giad • beide 
izm 1, vrlhraDd ^ und 4 (■■ 0) Moh iiicbt Indon : ein gDt (1) fflr C, aobaid (1) 
fDr Ci gilt 
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In dlflHr Wdw flhrt man fcrt, lodam man Immor wifider ofamn 
Punkt feftbllt, tdi die Dfanandon dar VoUacfaar Null gewnrdan Ist. 
Wr haben mm la beindaan, dafi fflr dleaan Fall (fa^vO) die Formfil 
0) gflt, cL h. dofi ln dLnean Fall n^p lit. Jeden falh kann « nkht < p 
aein, dann nach einar vorhin gemacfatan B emerkung dar Dtvlaar 
opodalh BlaoV>0 wlio. Wfeze nun «•>](, ao könnte man ^+1 Punlrta 
von C anmthlai und (Ueaan DIvfaor ln eine lineare Schu von einer 
DtmenäkMi > 0 elnfaettan (a. die ^Folgerung*' oben). Fflgte man mm 
noch die flhrigen Punkte vcm C ala feate Punkte hhuuj ao erhielte man 
eine llneaie Schar, die C enthilt, von einer Bfanenalcm > ü, Im Wlder- 
^roch nr Annahme tmO. Ahn hMbt nur die Mflgtichhelt n^p flbrlg, 
mmlt (1) für dleaen Fall bewleaBa lat 

IFall. ^>0. VnOatlndlgB Indnktlnn nach fOr BMaoron vom 
Spealalitfllalndna ael die Fonnel (1) richtig. Wir legen durch C 
eiiie kanmilarihn Kurve, waa «egen i>0 roögUch lat, und «Ihlen einen 
einfachen Punkt P von /'auBethalb dieser Knrve. NachdemKeduktlana- 
Pein fetter Punkt der VQlladiBr|C+P|. Dieae Vdlachar 
hat aamh dleiribe Dimenäbsi r «le dis m^rttni^Ucaie VoDaeduu' JC|, 
da hat «eher den Grad nod den Spe^tttabdex <—1; aaaa 
die Bedingung, anflar C nodi P au enthalten, kommt auf eine Unaaro 
Bedlngunffi^eidimig fOr die KoefBaienten ehur kanoniaefaen Knrvo 
htnana. Nach der Imfaiktkaa v ormuM et aa ng lat alao 

f- (« + 1)— ^ 1) - ^ 

Dandt lat der Bewela beendet Br bat «dnfneh darin beatanden, daJ3 
man Im eratm Fan |C>-P|, fan aweiten Fall |G+P| büdet und balde 
MaJe den Rednkthmaaata a u iwndet, «odnrch r und i aolange verringert 
««den, bh de beide NuU ge w oidau alnd. 

1. Folgernng. Ba gflt etati r ^ n—p, mit dem Glelchheltiialcben 
Ar nicht qieaLdle Dlvbncen. 

1. Folgerang. Dk Dfanenrion der kanocdachen S***»* lat goaaii 
l^ekfaA — !• Denn ihr GiadkftfiM l^—lnnd Ihr SpetdalltfltrindeziiHl. 

Dar RimAXM-Rncwadm Satx llBt keb auch andeta farmnUeren. 
Bedeutet {C} die Dimendkm der VaQaehar |C,| ao lat offenbar 

1 . 

alao nimmt dk Formal (1) dk Gertalt 
( 1 ) + 
an. Fflhrt man noch dk Qnfaumg von C|, 

da, ■> kann nun nnf dia ijnnnatiikha mitm 

ff) T 

bringen. 
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Die Formal (S) wnrdo fOr deo PUL bw l e — i, daB C ein eil a kli rer 
Dtvlvir odor iradjptoai IqnlvahDt dnern enWifn war. Da men iber 
de RiiUan von C nad W—C wtaoedieii knm, v gilt (S) und damit 
auch dann, «ann fF— C IqiiMeat dnem eÜtlTea DMaar Idi. Sa 
Id mm abor aohr Udit an adgon, daß (S) ao^ dann gilt, mnn mdv C 
nodi W — C elnam g”"««" Dtdnr Äquivalent dnd, aln mnn {C) 
tat. 

C ad dJo DUtocuns von md g«*« Dtvtamn: C^A^B. Der 
GradvonBadB.dorvundiüaott+A. Wftreiir2&^aovlndleDfaDeDdDa 
der VoUadiar \ A\ nadi dar 1. Fdgening 


atao kflnnto man oloon au A Aqoivilentai afiakthKii Dtrtaar A* finden, 
der F ala Baatnndtofl nnd ea vAn C^A’-B'^A*^B lqal< 

vatant dnern onokttTOi Dtvtaor, entgegen der Vcwnitrung Atao tat 
II ^ 1. Eben» tat aber ancfa 

atao 

Sa folgt ndüiln haben beldo SeUen von (IQ den Wert — 1. 

SomÜ iiU iU Foni$d (I) /A^ DMaor C wom GrwU n. Dtaaa 
Aoaage tat der allgomolno KnHAMK-Rocsache Sati. 

Aalkab». 1. Iit CMil— H dta Dtflnoi tob iwd vsan DMnrai, ao M 
te «frieHWfdndn 

*-(IP-C) + l 


flULJ. da* Aaahl itar Ww—r — DUEmottala dk ln dat Puktaa rax 
A THli l iM t— <W dnA Jk ThMiJihkfc dm PnnhB ■■ ■■■■hwi 

iifiH fifir 1« Arm Pnnkjan Wl B Pnli Mflhlt— dif dliafc dk YMlhoh* 

iMfc BBMkboBHi Ocdimg ^****— ^ 

I. Ast Gnusl m Aalgiln 1 ntaa |1W 1» P Uomt aiaUAngip 

Dttfanatkk obne Dok. BeglbtMiiaDMbfttakinitjwwa dnanPil 1. Orfuk^. 


Id a. Ofdnang kt # + 1, ato vm 1 fiflBar ak dk AnMbl dvDUbnotkk ohna 

IMa. Mlatttman dmai adln« rid M»« oder adiOU dk Ocdnsof afaui Rdaa 


n 1 , B eddU M dk Asaahl dar Homr naaUAaitaBi DUInatkk Idand HB 1 . 

I. ]{lMXuTaT(mGflidikahtl(.,ai4>ttaabiKiirnr')ktBtataUiBtkaBllqol- 
fBl^tdiBahaMnKsrwl.C )!i l nen A n i m aDc pp al pw d rt (DkntkaakAbUdisg 
vU dondi kM Volkdar bd te D im — kn I ud dar Orinaiig I Ta rBiHaH- ) 
4 , IObo Knm vw Oakk^ I kt IqatTakat kn« Ksrva A Oidnng alt 

dna« ^Tfff^P******" ■ 

L w— Oa^koht Akfta«l«lihnMflnallqatTalBt d»Sgw 
A ohne Po tfy d pan fcta ad« ali« Karra A Ckdimaf mit ifaam di^y ^ 

hnkti Jo ob tan fcinmitata a aofaar dnhrth od« nmnam^aM m. 


I sa. Der NOBTBBMeba Sata ffir d» Ratm 
tIm « w lftf i f lyftd g mad tdlerfremde Pürmen ln aip, Si , Si, Wlrfragen 

/kn HmHng wn g an, nnhif denrndnadrittePtoinE dcfa ln der Geatalt 

(l) F-A/ + Bf 

danteltan lABt Die Antwort wird dmdi den Mgendan Sata gelben: 

li 




898 'Vm. Bv H wrrimaiho F andrmTfm lMti und oliit 


Wmm dm Oimäm Si$m Ms FläAm /-O. f-O mi P-0 im 
wddm Kmm sekmiM iäfi Ms ärUU Kwws in jsdsm S e kMitf nmM dsr 
sntsn bstdsn Ms Noi Tinrer fcüi BsMngimgsn ( 9 ^ 1 4B) wfMUt m giU (1). 
Beweli. 1^ aU ffimidnii EbeoA m 1 dnrdi did aUgomBÜiB Punkta 
q, r bntfanmt; Ihn Pi tauMta rdantdlnag lanta 

Dia ra<tMmiiy i dar Sdmlttkom «otdan aihaltan dnich Slnaetseii 
vozi(S)lndla(3alchiii^/«0if"0,P«0. Nach dam Nogi mw a nhcn 
Sfetx Ar dia Ebaoa gAt, da db NoRHKBehan BediogiizigeD erlUlt idnd. 


(8) 




idaotia^ in Xi, ilii üf Nach Ziuats an Sata 1 (| tf) dnd dla Kooffl^ 
dff Fonnan A ()(} und lartonala FtmktkDiBn von p, q» r, 

Dia Fnnkta p» fi f Ufauan n apaablUart mrdan, daß dlav ntkmalon 
FOnktiooan rinznnill blaOian« Wir wlhlen qiealall fflr p und f fiaata 
Punkta, Ar f daa aJ^amahiBa Pnnkt einer featen Garadan 


Sataen vir daa in ein, ao erhalten vir 


... \ + + + 

Wir hamlcJmen die Unke Salta kmv mit -FiCilt/i) und venraDden ent- 
UMB d ie ud die Tlr a nlrhnuu gm nnd j^. IMa FocmaDi und 
hingen ntknal von fs ab. 'Vfdr mnltiplisiBrBn heida Seiten von (4) inlt 
efanan ankhen Pa^mam in/t, dafi dianchta Salta ganifatloiial In^ vdrd: 

wir aeriegan ln linearfiüctoran: 

" (m— « 1 ) (>»— ti) . . .(/i— «J 


nnd venndun, a üirlt tvelaB ao nmanionnao, daB dkao TJnaarMttoron 
dar RaOia nach vi ggeHha t vetden kftnnan. Satan vir ln (0) /a^eci, 
ao v m a ch v iud at die Unke Salta nnd ea kommt 


Fklb die Sdbnlttknrva der FUkhen /»O nnd abeBoa Enxven 
ala Bwtindtefla enthUt, kflnnen vir immar p nnd f ao vlblan, daS 
aia nicht bdda a n a amme i i mit einar Kurve P, in aber Ebosa liegen. 
Daa bedentat, dafl die Formen in j|„ Jl, 

«) " f + All + JgaO 
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iBr jeden Wort von a tflUerfremd lind. Aiie(^lQlgtB)duin, dABi4i(A.ai) 
dindi fiCliOf) Tmd ^(X,cD doxdi /i(iL«0 teflber lat: 

CiW/i(l.€0. 

Die DUbnnnn 

werden beide Noll fttr und dnd eomlt dmcb «i teObv: 

- Pi WüiWirt + 

Seht men dae ln (0) ein, n hdien rieh die Gtiedw mit ClI)!) weg; und 
cefblfft 

Utn hum nun beldo Selten durch kOnen und du Verfahien ao 
oft wlediriiolen, Ua alle Fkktnren eiggüc&nt alnd. 

Sa folgt 

Wir aetaen hier Unke und recfati 

M-i 

ein, wo eine neue Unboatlimnto lat, multipUriornn Unka und rechti 
mit einer aoldien Potaoi ▼on J,, dafi aUea wieder gumtlanal wird, 
und kflrMi die Baktonn j|| nach dem eben beacbrlebmea Voriahien 
dann wieder weg. So erbaltm wir 

M I + ^f + ^*+AiO 

SghHftflHeh Uae man die GUefaungen 

^Ä + ^fc+^^ + Ai 

vu fanmer mfl|^ldi lat, warn Unoai 

unahhtaglge Funkte alnd, und aetn die ao gBfnndenan i^Wste ln (7) 
ein. (7) griit dann ln die geaoehte Idntltät (1) Ober. 

Aua dem Bewein folgt, dafi man atatt der Forierung, die Norbib- 
aefaen Bedlngungbn ariao ln rinar Ebene vfBUt, andi die 

andere ateftan hi^, dafi ala ln elnv aDgmelnen Bboio afaua beatfamntra 
Bfladbala erfOllt aehi aolkii, wobei nur vonuagBaaLat werden mnfi, dafi 
keine Ebene dleun Bfincbek eben Beafandtefl der Schnlttkurve der 
FUchan / ^ 0 und g « 0 enthllL 

Db Bedlngungai du Konjiindwn Safw f&r den Bamn alnd ine* 
benondan dam erfüllt, wenn jeder TWf^wHfwn ggr Sc hid t tkmv e von 

lg* 


yw vm. Dar NuftUUMdia F mukinntal M tT «nd orine FoIgmQiBn. 


/«O und f^O dis MnltipHritat Etm hat und wenn f »0 die gaaia 
SchnlttknnrB «thfllt, oder anch dann, wuiu die Scfanlt^iankta dnar 
allgBaadnaa Ebene mit der Schnlttknrve von /«O und f"*0 (dnfarJie 
pnnkte von /«O ««nd und ]odv Inednilblo Beetundhul dleeer Schnitt- 
kurve mit mindeiteDi dondben VU&dihdt anch in der Schnlttkurvu 
von F^Q und /»O vurkommt (vgl. §48, Sola S). 

In genau denelbai WeliBj wie der NoEiHXBKhe Satx hier vmi dar 
Eboie auf dm Wimni flbertragen wmde, kann er anch vom Saum 
auf dm Raum fllmtiigeu weidm. Durch vuUstmdlge Induktion 
nach n folgt «mit dar NasTHEBidhi Satt /0r dm Rmim 5.: 

Wm» «Aim Bhtm a$ Syptrflädtm /«Oj g—0 

md (wobd / ntd g tsiUr fm is Pomm wM) ^ MfaÄm Kurmn 
arhmdiät iafi dis drÜtsKuru m jsiem S tdm iUpun k t dsr tnUn bsidsn 
dis NQBTffiüwHm B sd i n gU N g sn srfdU, so giU siits IdstMM 

F^Af + Bg, 

Ah Anwondmig bewehm wir den folgenden Sati: 

Eiss slffFmi^dts Msnsigjdli^i M s(m dss Dimsssitm «mi 
dsm doppäpmüdfnisn Qssdrik Q dss Sm imm id für u>^ ästs dsr 
DsrdnÄdB von Q wÜ sinsr sadssm Hypsrfläsks, 

Beweia. Wir projUerm M ene einem onBerhalb von M gelflgeoen 
Punkt 0 der Quadilk Q. Der pcollilfirmde Kegel K ht dne Hypor- 
flgdiedeBSamnei 5^. Der DaicfaKhnltt von ^ und K bedeht oua dm 
Punkten A von dem Verbind imgalhilen mit 0 die Mannlgioltlg- 
kadt M treffBL lAagt ein aolrJiar Funkt A nicht ln der Tengenthü- 
bypaebene von Q in 0, b UegtOA nicht auf Q und trllft daher Q nur 
in 0 und A; da mm 0 nicht n if gebflrtj mnfl A m Jf gohflrea. Dar 
voihttndige DurrhaRhnttt von Q und K beeteht aleo ona ollan Punkten 
von M und mflgtieherwehe noch ana guwlmm Punktea der Tkngential* 
bypetdiena von Q in 0. 

Nun ac hmddrt dla Quedrlk Q ln qnadiatiacfaan Kegal 
Kb_i, dl— in Dmuhachnltt mit rfnem beliebigen 5 b.| in nach 
f B eine doppelpaiiktMe Quadrlk ln ht Eine eoldia ht 
fllr «>S eteta imdnalbel; alao ht der Eegol uich Ixndnribel 
(nnd von dar Dfanenrion w— S). 

Alle IxreärndUen BehandteUe dea Dmchacbnittea von Q und K 
habm nach |41 dh Dhumrinn w—l. Zu die— i Berttudteneo gehflrm 
mnldiat dh inednrihlm BeMandtefle vun M. Fklh ea noch weitere 
hiBdndfale Behänd t eile gibt eo änd de, wie wh «thwi , ln dem hm- 
dndbim Kepl IT,.« entheltiin« aho, da dhaer Imdodbol ht und dla 
^ddiaDfanrndm«— ShatmltllimldenthclL Der Durducfanltt von Q 
und K heateht aho ana It mid dem Kegel Ka.f mit ebmr gewl— n Viel- 
fadihdt fh dh andi Null aeln kann. 
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Iit /i-O. IO Und «Ir HdiaQ firtlg. Ei ad b1k> m> 0. Die ihdbI 

iC^^dlo GlekhiingBn^MOinidg.OhalnL Dnm lat der Dmdi- 
ed^ von nnd Q tn JS: on th a Him . Die No mnwfjww Bediqgaiin 
^ w™ iito i/ 0 und Ä mit elnar aIIg»MdiiBn Ebme idm^ 
erflUlt, dam^hat kntaevieUMdien Punkte imdÄrim^^ inJL_, 

mH dorwdhen Yld l a dilinl t^ wie I/. Alm jgUaht win ^i TAirifi» 

x-iig+Bif. 

D» Sdmirt von JCmO mit Cf^Otat dennlbe vledkr Sdmitt von 0— 0 
und BlfwmO. Er aarOIli ln den /Knel gaAhUm Knd JL«! und die 
Unmlglkltl^ialt Af. Abo lat IT der vdlaUndke SiAnfw der Hvpo- 
nichan Qi-0 und J3-a Damit Irt der Saix bewlMm. 

Im SpoUaUall «»d ertulteniHr, «mm wir die Punkte dv Qnadrik Q 

nach |7 auf die Geraden dea Raniuea 5| a« ■Cn tonnAit^ 

ven Fkux Kuo«; 

Jti tr G mw jm km ji i s in S^wM fagibm dwc» tmi G lt Uk m^ iu 
dl» PlOcrbicImi KcnrMneim, nm itnm iU män iU lirndim 


I 53* Raumkoma fala nr vivtea Ordmnif . 

mr «nlka in dleaan Paxagnphen db bnämSbkm R umh ■■■ »! **■ 
der nledrlgiteii Ordnungen 1| 2| 8 und 4 in Sg an&Ahlen n nt tif irfMwi^ 

Sim X mtmknm äm Oritmi lidtim Gwnit, 

■ Legt man nimlkh durch I Ihrer Punkte a«ei Ebeun« ao haben dbw 
- beide mehr all einen Schnittpunkt mit der Eurve-undenthaitan^dalur. 

EÜm imä mB it Jtmmümm itr Orinunj B id tin JTifdKJbdff. 

Legt man nAmliflih dnrUi drei flner Punkte eine Ebene, ao «»"$ «Hwi 
die Ratindnir yo entfaaltao, ffine ebooe Kom I. Ordnung lat aber ein 
XegebohnltL 

JSim in t i u d hU Sämknm dir O r im m g 3 id talmdtr dm dtm 
Knm odtr dm k i himBt SmmJmm im Siim im §U, 

Dnrdl 7P imk tiidarl&n^ lrnnn wMmnanitMi lTfifiMr ^ai^« pMiA»H^An 
PUobon legen. BaldB mflann die Kurve enthalten, da de ala 
6 Schnittpunkte mit ihr haben. ZsftUt eine dleaar PUdm in s«ui 
Bbenen, w liegt die Kurve in einer die» Bbmien und lat eina ebene 
knfaiacho Knrve, Sind aber beide Fliehen toBduriheLao haben ile keinen 
BaUandteÜ gm u e hi aam und ihr Danhadmitt iat aba Kurve 4 Ordnung, 
«dche die gqgebene Kurve 8. Ordnung anthiit und daher in Ue und 
eine Gerade aerfUlt Dar Schnitt vmi nrai goadntlKhaa FUohen, die 
eine Gerade gemeinnm haben, bratabt nadi |11 ana dlerar Geradoa 
und einer knbiMhan E a mnknr ve (oder aerftllt in.Gcradsi nqd Eeget 
■d iul t t an). 


230 VZH. Dar Ko ammo oho PoadMni tilwt» und 


FbtfVUllfBD. 


Biw knätailitß Smimkimß ^ Or äi mng itt tagmtigr tim «&mm Kurvt 
o gg f vßif miitiwtBiu tiutr ^rrvihuiblvtt Fi^ohVt 

Thmrih 9 FimktO dflT StUTS fa*TiT» mnn nlmH rfi fmirmr «Ini» Q naHr lli 

logsL DiflM maB die Kurve enthatten, de de mehr als 8 Schnittpunkte 
mit ihr hat. ZorOUlt lie in swei Ebmen, ao Hegt die Kurve in einer von 
dlevn Ebenen; andexnfüle liegt de eof einer inedndhlm Quadrik. 

Vdi den eboien Kurven 4 Ordnung kfinnim vrlr ebaeben; vrir mndon 
tm« iWi dgeotUdieQ Reinnknrven an. Geben durch ginn ■nWm aerel 
waohledme (toertudMe) Qnedrlken, b lat die Raiiinhiitvo offenhei 
der vnHitlDdige Schnitt dleaer bwM«" Flldien. äle helfit dann eine 
EeMeAn^M 4 Oritttivg trärr Art und wird mit C} heanirhnwt GAt 
durch da dagegen nur eine Quadrik, eo helBt oie eine IZeNMAHTw 4 (MmmiI 
w m di ar Ari 

Oebei gilt der folgende Seti: 

lAfi ßtm Bmm km v ß 4 O rim mg v i nmm p t ai n A taAm Krgd K, m 
iM da mm malm Art, d,k. aia iat Aar vallatäiiHgii S e kvilt in Kagak mtü 
ahur amaiimt Qu^riht 

Beweia. Durdi 18' Punkte der Kurve gehen ndndeatona ao^ knbtaol^ 
FUdben, denn die knhladwn PHiduo WrrTwn nach 1 10 auf Funkte ainea 
linaaren Hanrnea ^ ebgafaHdat vrsrden, in dan IJ Hneeie Glekhungen 
dnan ndudeataia O-dfanenalonalfla Teflignm beathnman. Zu dieaen oo* 
PUdwn gdiflrau die ooP aarfialkndan PÜchen, die dan Kegel K ela Be- 
atandtcQ antKnn^B L Ba gibt tJnn Kurve «rtfliatlwiiAt 

kuhiarhw Fliehe, die den Kegel K nicht ala Beatandtall aithllt. Dieae 
FUche F admeidet K in einiv Kurve 0. Oninung, ireldia die gegobanh 
Kurve C* ala Bnatanrildl enthllt, alao ana C* und einem Kegeladinitt 
oder ana C* und seei Geraden botafat. Ein Kegdaohnitt Geradaor 
paar auf K iat aber ^rrmiwr «hi e bener daeKegetaK^, etwa der 

Schult I von K mit einer Ebene B, 

IVlrwmidenmm infF, KundE den itumlidien NoKTHiBKfaen Satx 
an. F enthllt den Tnlhtlndlgen Schnitt von K und B, Beotdit 
ena swel «nmmTnwnf al l e n d en Gereden, ■> enthllt der Sdmltt von F 
und K dieae Gerede ebenUla doppelt; die Nomuaiaohen Bodlngangen 
rind alao jedenihna erfflllt Sind E^O, KmO, E«0 die GUefanngen 
von F, K, B, 00 folgt 

F^AK+BB, 

Die Kurve C* liegt enf den FUchen F^O nndK ^0, eber nicht ln der 
EbooeEHO, alao Hegt de auf der Quadrik B^O. Damit iat der Sata 
bewieaetL 


Dar 8oUiiB|!ltnrfBrXag4iiiahtfBra]iden Oaadrl]nBid«eialna«adu»< 
tr aof abm qnidfitfanlM FegJf ntin kua am aml Omdan 
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Aua dflm Sats folgt, diB ofno Ranmknrvo 4 Oidmmg swoUnr Art 
nicht auf *rfn**H Kngolf mdom auf ahwif ^pppni jniifffnJ^ Qnodilk Q 
Ikgt. Bringt man wUtor durch dla Kmva C* oino Q nicht enthalteodfl 
knh U n fae FUUhs F, ■> bateht dar vtdkrtAndigo Schnitt ytm F und Q ani 
der SmvB O und nral (oventiiidl wuMmmanfirilflndan) Geraden immikm 
Schar. Denn wann dar Reriachnltt dn IneduriUiar KegriMhnltt mn 
oder an iwri Goraden von vwadiiodanea Seh ar n batfinde, kBmite 
man anf Gnmd der bahn letstai Bonrola angnnodtaa Scblnfiwaba mit 
BHia doi NcmuiJiachaa Sotaai folgenoi, daB C noch anl efaur nraUan 
qndnlkdMm fUcha golegan, mithin vem ontar Art ivira. 

Dia beldan Rogetachann auf der Quadrik Q mflgan mit / und // 
bcBoldmot «erdoi, die hnidwn wlndachlalan oder sinmmienfBllenden 
Geraden, ln dsun F tmd Q rieh außer In C* noch tcefCan, ndt g und g*. 
Wtrkflnnenttnne h rMP, diflgimdg* Rin* n|| l y 

Gende der Schar ladnuddetdlo Fliehe ln dtriPimktan, olvioduiridet 
rio auch die Knrve C* ln dnd Punkten. ^DoB dleoo iiu drei vtonEhlBden 
rind, folgt a. B. an don onten Ssti von Bimiii, {47). Bfaie angemalne 
Gerade der Schar II ■hniddet F ebenlalb in diri Ponkten, von denen 
aber nni auf g und g* entJUlen, an daB mir einer fDr O ihrig bleOiL 
Die Knrve C* irlrd «mit von Jeder aDgemafaion Gtnden der Schar I 
ln drei Fnnktea, von jeder GeradOD der Schar II aber ln atnem Punkt 
gatroflan. 

Durch dÜMB Hlgnnarhalt unteracholdat ila rieh «amtlich vm den 
auf O^kgananEmvenentar Art Ci, dla man erhUt, indin man Q mit 
einer ondaren qoediatladien FKdie oriuieidet Denn dloBB «erden von 
elhm BreangnndBn von Q oilanhar ln «rrii Pmten geechnltteoa. Daran 
folgt. doB der Beotadmltt von Q mit einar knhiedum FMcfae F» dn 
svel Bitangeiide der Schar I ndt Q gemeinaom hat, nlemala eine X^irve 
enter Art aein kann; denn er odmetdet Jede Bnaageade der Scher 7 
in drei Punkten und Jade der Seher 77 in einem Pvnkt. 

faem «nannnwi; St glbi tmi Artm vtw kffwainritfirkie J B w w i 
AHTMik Bim Kmm C) <ri fiarit Do/Mrion iw friWindiii StlmiU von 
twd Qu oi H k m . Bim Kom Cii in iw Bwlwlwta tiow gMoifwMtihtH 
BvmlBitkd 0 otU tiow totkitokm FUkho F. Üs anf J&MMMrik §imf 
B^ ii mk o r von Q «Mt Pügiibirf iri /irir aoUk§ Rmhelmiti, mfim w 
imiuM iri. ßko Bim Cf, aoMM joü Bmogrnio iw timn 
BvgtUekor von Q in M ftkiJtf«, /«da iw onivfmSttwinvinm JPnnkt, 
B^ Ci degniw atknt iiä ftit Br rnu g mi i i «hwr fvion oU onÜH dt m d m 
‘ Qnoirtk in md FmÜonr 

Die Kurve Ci, fntfoBouoL ligpBu «Ir lUUidlih durch Una KzaaqgeDde 
der Schar 7 alla mflgtidien Ebenen, eo aehnekiim die« die Q 

ln den Enengenden der Scher 77, die Knrve Cf, akn Je ln einem Punkt 
(abgeaehaa von den dnl fortan Schnittpvmkten der Knrve mit der Br- 
■WTgitidwn der Scher 7, vm der «Ir a u ig ln gnn). Be gibt eomtt auf C}/ 


282 "Dm y iiETHfih a 


nnd Mloe Fblpruns«!* 


jjrm Unan van Pnnl i t nrupp flu der Ordmuig 1. DiaB lifldat dio 
Cjj "f** 148 bfamtkmal enf cdna Genule ab« 

Tinrn r^htam stndfann dflT Ktirvm4. Oidining oiif eina qtmjdradMhon 
Q bringen wir die ffletebimg von ^ auf die Fbrni 

ÄÄ-ÄÄ-O 

and fBhiai iwel hamagBiB Bunmetefpoan A, /t ein dnrcb 


Q) 


ßk 

Ä "Al ßh 
y* /*i 


Die Fuameteriiniai A-^knoet. nnd^-akout rind dann die BrBOiigBtidan 
der Sdianm Jvnd JJ. Sehtwld et man Q mit einer w ni ti a n gnailratlecbep. 
FUclie f «0, indem men (1) ln die Gkinhung ehne fa rt, ao eriifllt 
man eine yam Grade S In den X mid ebeooeD in deoi ft: 

inldia mit, bSi Dm Hula Seita muariagbar iit, dne Eorvo C} dar- 
rtriH. SchneidBt man Q ln deraelhen Wete mh ein«' knhfadum IlAclia 
F^Ot ao eriillt nam eine Glaldning; die eowidil in den A als in don /t 
dm Grad S bat Bntbllt mm die knbfariie PUcfae F swel Gemdcm 
A^knoati ao n^iB die endUmte GWrJmng von den Gndulilea 8,8 
nd linnarfritoen ln den A allein enfhalten; nach dann Abapaltung 
hUbt «4ne Giekdinng iwH: den Cndsüden 1,8: • 

W • • • +«tA,^- 0 . 

Die CTetehnng OD denmadi die Knrve G{' dar. 

Anf Gmnd dff AbfaUdmig (1) endieint die FUohe Q alfl AbhQd 
dnea doppe ilp rq] akt i v en Bamnea |4). SIb ebaorni Sdmltte von Q 
hfldfw die BrajeUlvltlteo ab, (He die Pnnkte dnpy A^Getiden projektiv 
in die einer jt-Gmdm ff naff Tnliir w i , ]Qj|e knblaidm Haunikiirven 
anf Q wvden dnrch Qeidmngffi in A mid /t von dm Gradsohlen 2,1 
oder 1,1 dargedellt Dhae kneippen S^nweiaB anf die Geometrie der 
Kürvon enf einer qnadntlacfaen iPUdie mfl^ genflgen. 

Daa Geaebledit der Xnrve CJi lat, wed die SCnrvo ratkmal fat, ^okdi 0. 
Xbn daa Geghledit der Kurve CJ so ennlttefai, proJlilfEe man dloae 
■na elnien aHgemidn gewChlten Punkt 0 von Q auf dim Sbone« Ke 
enfatnht eine irredudUe ebaie Knrve A Oidmuig, Auf Jeder dar beldui 
Goradoa von Q dnrdi 0 begm Bwul Punkte vrä^ die bei der Prr^ddif»! 
in einn Punkt der Bbow flbagehen; alao bat die Projektion Jeden- 
iain» iwei KnotoiianiktB. Weitere Dcq^el^iankte bat die Prajektkm 
dann und nur dann, wenn die OrigfaiBiknrvB Cg wcdcbe Hechnat 

man mm nadi der Fonnd von |M daa Geaddedit dar projldertaa Kurve 

au«, ao ergibt ridi der Wert 1 oder 0, Ja ob die m^rflugUdie 
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Kumt kiiiu'ii inItt Hnni l)iiii|rliHiukL liut; Ixtl mehr ah ahm Boppol- 
imDkl iiiülMf Hk* »TrHlliai. Auf (trnnil tlor Invarioiix dea GoKhlochtoi 
M IdmlhHuiktii Alil4hhiiif(iii hilHt ihmioi: 

/Am (inrktfrht f/urr HttHmkune id\,ipetmäi0Kim$MiimDoppd- 
ftiuki, und ti. trrjiN itif eitm k§L 

Andpthta. 1. Srlinriil«l aiia Hdq nnpiflnlMi Q ndt dnl v*»— 

nd kmaHndril mif |nli>r Krn^pttlm iW tdoMi Xetaar ikn bumiaWiM 

l^wkl f rn Uinm Krlmlll|mklr« alt lUam dnt Kbaoai, ■> dinhftift te 
Vnki /' Hiir Knrvii r)|. {Um Imr^M iHi (ikUmii ^ Kaerv 1 b da 
l^nrlrni /. fi). 

B, Kiwi rnlkMln KHNwkami 4. (IiiIbhr I* atwaiw flhw C} arit Pupiwi 
paahi iiW Hnr In Mint KIBm rfail die KooidkMlBB rinw aliHDafaMB 
Kinnmiwnlilni imqNatliwal n rkr Vkam« 4. Ifiail« fa awri iManngiaii lte> 
■elpni X, /f. 

L llHiffclb« rimv Kirvaf^) »br L')f aai dam riafenheB Pankfc dar Eazaa 
nilUii Hwi rimtr Kium 3. UnlaanK adl udor idiae Itaf^oipank^ Ja woh dai 
(hwhlndil. 

4, Uaii Mpi ilundt lienrhiitiiiK dar KarvaanWnhang, <h0 dla bUda W da 
Ifidektliai vi« C) BBM riann alppacteM 1‘aakt vw (j a WA a tiai Uappalpaiikla 
taliAchlkh ipMhalhdw KwilfliiiBiiIita dad. {Mm irthia die PMnh a nal iiJ iiiaK 
wie idm aial O ah Krke ilra KiaadiiHlavidamB.) 

1. |iBa(irM:lilirJitHMrKarv«aiifÜ.dlDduafaalm(iWDhMDfvmdaGiBd«ia 
m\ m IB ilra Ihnuncleni Jl aad /i l^aa wM. hfe Khhh 
f (a- -IKw- *. 

«elwldilbXalililrr nunvIiiBBklaBadadlaXahldar HiiltelaiBtaaaaenIMhL 


Naantfli Küpltd. 

Die Analyse der Singularitäten 
ebener Kurven. 

Dar in d h — i i K^iltal briiandolte Gogaoitaiid ist fOr dlo Thaozia dar 
■IgefanlKfaai BUdiai von gnmdl^gBndm' BedmtnDg. EQi handfilt sich 
in dar Hiuiptauilis nm dla aaaüdxi Doflnltiaii doi BqgrifCi dar „tmendlicli 
faomcbbartao Ponkta**, oder« wla wir hJar agan mdon, dar Ntohbor- 
punkto, doa UNoither sanft im Aiadihifl an «ine AnQflnmg der 
Slngidarimten 1 15) giffflgt und den F. Brnnoun^) miter enfc- 
wlcUtt hoL 

Xhn den Umfuig din— Bndia nicht flb« Gebflhr onacdmllon in 
haon, w etUdor nOtlg, dloian Gogoiiftand iwantllofa godilngter su 
behsnilBhi olo die dar frOharan Koptol; huhawndis e ha^ ich damnf 
vaiich tm tnflfm. dai Sgmi dar doigwtnllten Begrläo an einiachan 
Deiipiilmi in edtiitena. Dem Lonr daher doi Dnzdiadieitaa dor 
Übaagaan^pban, die vlche Bodigdflle enthaltan, dringend empftihlen, 
BhuiaarfBhriidie, didakHich, aify«n1r.hnetnDaratirihnig mit anagefOhrtoa 
TV A yWen flndot man In dom imtear^ ochoo sltkrten Wedc yod. BmuOUXA. 
Weiter Md nodi auf elna intecoMUita Arbeit von 0. Zauski'^ hingewicMa, 
ln der die Theaie der mundUdi benachhurton Paukte snr B o w ei Um ga- 
tbaorle und snr Ideslthearle ln Beriehmig geo eist wird. 

I 54. Die SchnitlnniH i p I fa dtit sweler Xunwisiieige. 

Wir boormHan ln diojam X^iltal inhomogene Koordinaten s, -y; der 
Koadinnt niian l lii iff yun kt ( 0 , 0 ) smrde mit 0 beteichnet 

Bin Ziralg einar ilgdnlichaa Kurve im Pnnkte 0, deomn Tkngeota 
nicht die y-AiAm kt, edrd d ur c h ehieQ S^^dno von koa|uglertan Potens- 
leihe gegeben, die one einer Fotensreihe 

f+9^ f+t^ + 1^ P+f^+>.,+il4 

(1) y— is+iis » + 

dnrdi die Snlsütutlaoen 
mit r-1 

n p, RmruuiA Oi Ckbobi TOods iBDaMtriao diDt ■anukad • ddle 
ftksMdu^ VoL n, Lflao geuto. 

^ ZäiDvn, O.: mdynuuiküi klMli aar hwi poieHi 

Am. J. Molh. BtL M (11«9 a 101r-4O4. 
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onWefaaiL Ein wwita r Zvrig ad in danelboii Wol» dnrch 

( 8 ) ^ — i» + ^* +*,* ß +*”+ik* ^ +•■• 

gtaBbani). Wenn dto Anfanffknafflatootai a, «t, . ..»«a mftdenAnfuigi- 
]c0BffldaDl)BnT!)neiDflrdarsn(lQ kn^nglBrtxmFotxmi^^ 5^i* ••*7^ 
ttbecdnstimmen, nenn alao 

4-6 

•t-Ktf 


Jat, an achreONm wir dnfltr km 

SchnltbmdtlpUiltlt der bdden dnrdi (l). nebenen Zwdffe 
. lat deflnkrt ala die CMxmng dar PotouBraDie 

(y-W(y— W 

ln den: OiinidlbnulBkflnsDdfln der anten Bnlhef mbei die Rollen 

der belrtrm Zwdge bucIl yertaoacht nerden dflrfen. folgHide SaU 
gibt den genauen Wert dkaar MulUpHalttt an: 

Satal. Dis imk (1), (8) fyta w eii Zwtigt mäim in den mhHt + 1 
GUsism Htm SäkmmiMdmi iOtnMinimsm, E» sd dm 


9 ß 9 

ß /» te 


fe'iö) — 1 


(4»-4x> • • «j aj * (kl kl» ■ • ii kl}« 

• Id MM 

f ^ ß * 

misi Sü SckMmilipEdHi im htiiäß Zmdts fUM dar Hd mm m im 
hsiisß Zsüist^ 

A ei + ^ +••■+ jjfÄ—. 
A'-,;,+f^+ei+^+ - • 

Id digMaii 

iß*a ea+Q afr+ n 
f " ß **§#1 •••Oi' 


<) In bdAi 
ulgeMhriitMB. 


mBpai nnr die Tan NaB TtnoUnMCMn fliikdf 
: nar da* flaraigMlll*^ ** tew, hs duC andi Hall adn* 


DL Die dar SfaigakxltUao oboosr Knrroo. 


10 itJU Üs ScXtim&näiipUtÜ^ jo/ion 

(•i^i • • 'i^+i) ■■ (^i^if-i^+i)- 

Vorbemerkung. Ans den Focmeln (8) echUefit nun 



M-f 






Q9i 


Bewali. Ee ■! etm $i| dtofodga imter den m 5^ konjuglartea Fotens- 
idbflD, dom AirfanpdrMfflaUn fwn gtnflii ndt flbe ralD - 


„ e±K f+^+r 

e 4 * dl ^ ^ 'I' 


+ di* ' + 


In der Dtfionu y~yi ftHoi die GUedor mit weg. 

Kehmen wir etwa 

<»/**•+«, al» X<r 
an, 10 hat daa enta nicht wqgtallBnda G31ad 


dt+i* 

die Q pH"'‘"g v4~^~l~ ' ' * in t. Geht "<»» mm dnrah die SnK. 

ntaOKMx 


von ^ an einer konJoglartBn Potemrelbe yt Aber, ao blelbai ehilgo 

AiihnpgHwliir ^iwn p Tm gwindwrt, dagegen indart eldi wi idner jnylMep i 

Stdle an dor Ea ml etwa 

£. -B- -- ß - 1 

(ihI, {•oihI,.,., (««...a-i 

g— 

dagegoi Dann hat yi—y ein AnhngmHed mit 

X Ji tm f * ■■X*+r' + . + 

von dar Ordnmig a+y + > • ■+ 0 ^+'*, 

Bfldet man nnn daa Prodnkt (y^3U(y~3U**' >0 wird 

dean Qtdmmg eine Samme von Aqidr&toL a+^+ * * ' ""d 

a+r'+' • und xwar kmnmt in dlenr Sonrnia daa GUed 

wo oft vor, wie ea Ldnngea der GUdnmg 
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gibt. d.h. 


~-iiiflL Daher wird die SdmltbniiltipIliUU gleich 


eei> • • eii_i 

+ ■ • +— + . . . +. _ . — ^+11 

« 901 •■•4-1 #0l'’'f»_i 

Gani analog schlieBt man im Fell X>X‘ und auch Im Fall 


IWlr «oUen mm den gemiuDcnoa. Auidmck fOr die Schni ttmuHlpHalttt 
naher nnatyileniL Um etnai beadmmten Fhll vor Augon in habai, 
ne hm e n wir an; die Belben (1) und (8) kennen dann adKn bdm 
dritten Glied tbgehcochen vecden. Wir beetfanmen nun die grOfiten 
geoL Tdler (r,f^ und noch dem eokUdtachoa Algorltbina: 


j fl' 

Die beiden EntwlcUnngen Iruiton genan poialleli da-^-"-^-lit. 

Wir fUmn mm ganan ■> fort, indeni «Ir die gidBtai gern. TaDar (v«, 
und bettlznnwL Die beUm Eatwlcklniigen laufen yliilkfdit ein 

Stfl^ «eit peiallel, mfbna rieh abor fan Fan einmal trennen: 


+/ ■■ fr + 1 /^« + / + 1 +/4 +1 + ■ 




^•+1*“ ^+i%+f+i+»(f+#+t 


r'-ikr + fi 


mit EikannaiiGhaBln,da0i^4.i ■■l^^.iidafiaberdleDlvlrian 

mit dam QuÜenten kf+i anf dar Unken Sdte airi^t, auf der nditen 

nicht (oder umgekehrt). Im nnücn Fall ^ Xntvli^ 

langen gms pamlnl! bta wm Ahochlnfi 

Um wieder etwai Barilmmtei vor Aqgen n heben, bstmehton wir 
den enten Fall tmd nehmen ^4.1 < an. Daa badentet 

a) wenn j gerade, ^ ^ 

b) wenn / ungerade, 
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IX. Die AadT« dm gtagoMrUMtm abooer Kerveo. 


Da (f, wo kt nach derVarbaDflAiii]gi»«(f«: ebanao kt^ — 

Die Sd mlltm nltipHiitlt lat nadi Sets 1 im Fall a) 

A 

and im FliU b) . 

i' — Pfi +ffi' + ^ — »A* + ^A»' + 

Dm arats Glied /tp kam wir angetodert Daa a w dto Glied wird 
aaf Gnmd vaa. (4) entvlckBlt: 

Aia'-A^C^f' + vO «*A*^+A«fi 
J^Pk - ÄAH +A*J ^ - *iA*i^ +A*i^ 
A«t»!i“A*iÄ*k+^ -*iA*i»b+A*t»h 


( 5 ) 


A*»%-i-A*»-in “ <A*w»'- • 

Dm ergibt 

Pfi' -A»^ " *A»^ + *iA^n + *iA«i^ + 1- 

Ith— n ^ritd dM dritte GÜedA^f" baw. p^ft" bt dm FÜlcn a) und b) 
nadi (IQ entwickalt. Die AnifilhimigiDiiga dem Laaer dberioamn blelbon. 

VaBtjnannmAi^v m^rhMmm r^Het^er maaTTimwn ■» «frfi fa Ixrfdon 

FUlea ■) and b) fOr die firfinlH mnWpHdM» jf: 

A^wfi + Ap^ + M^^fli + h^f.A^ 

+ *F,A^» + 1 A*. + 1+ • • • + ^ ^ +# A^w+Z 

+ ^H-i *!i +#+ 1 A^ +/ +1 + *W+/+iA*« +/+• • 

Gdit die Divldaa^^.^:^^f^ianf,ao lat dMletxto Glied ln (6) durch 
NaU n. eoeiaaa. lit%^i<i^4.iOderiat4^+iHi^^jundgeht(lkiDivl- 
alaof>y^.j:a.^f^iaaf, ao änd die Bdlen ^on A axid A, aowlo vtmAt uadi* 
an ▼erteoacheQ. Im Fdl AtV'^i/i" tritt an Stelle der letaten beiden 
Glieder dM SrfiTnBgUirf 

K'^+ä’Pw+r» 

Aa^bmt, L Von tbm gmri^ax Nvanmm m an wild 

X Bb Zivulf eoa dar ORfamg 1: 

+%•■+”• + afa*+ai+i^+*+e,+ie«+i+ ... 


F-M+Iia«+ 


Iwt fldt 
die 

t4w....lf odvla+l. 
weoB Ihxe BotvkldaaBfHL. Ue n d«i {BMori mit 

If oder a* 


Xiiie hflh— v»Wfe«M«i ht 
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I 55, Dia NaoiilMCimnkta. 

Nedk dff Ponnel (0) ber ochn et ikh die Sdbiüttpunktaahl awutor 
2«Blg8 im Punkte 0 gonan ao, all ob mti itmtt der beiden Z w dge 
wd Snrfen mit mabroran Schnlttpimktai 0, ... 

Ql + 11 + 1 , 4 . 1+1 hotte, wobei den Kurven in «Sam 
Pnnkttt die folgmden VlelfiidikBitsii nkOmen: 

in Oi 0|, . , ,,(7t dio Vidfariihdten i* nnd ß, 
in Qi+it • . 'tOi+i, die YWfanhheHan und /»i, 
uw. gemiß der Fonnel ^ 

Um dleaaoa Sachveriialt gerecht SU werden« fDfartinin. folgende Spreda 
wduebi: Ea ad gegeben «itsmebAnfuigMtflck einer Poteoaelhe, etwa 

CO + 

üud swelteoa eine Kdha von natOffidm Zahlen ]h+i 

(efentonll auch eine dniige Ti««h 4 iAn Zahl p). Der la dieeen Boa Um- 
mungaafffehao gdiMge NßMtrptMtM von 0 iit dann dailniart all iU 
GuandM « 0 ir Kn n wiwd f i, iin» t ikmmtmitMtmig ( 1 ) mit dm 

OlMww (7) ae/J^ wArwid dr Ke^eeed 

GKidflt io iit, iaß iU Q mHmUm 0, hi, . . ., i^+i dir wi Awm/w p i 

Diviaionm (fl) äm BtHngiuigm 


1 

^+i>A+i % 1 » ^+i>0 

hm. im Fe0 diur änaiim ZM p dar B tä ingimg 


k'^p^l 

Waldia Nadibupmikte von 0 gohben nach dkaer Deflnitiim in 
einom beatfanmten Zweig, deaen R d hen ta i l wk ldung duch (1) gegeben 
lat? El dnd «miflWhi* die mm Anfkogatflck «s gehOrigm Nacfafaar* 
puiiktB. nnd swir: 


0| ndt der ZtUemedie 1 
mit der Zahleozeflia 9 


(h+i mit dar ZaMairdhe A + 1 
Q 14.1 mit der Zahlemdbe A + If 1 


^ Zahlonelbe A + 1, 
Qi+i^+t ndt der Zahlonelhe A -i- 1, Ai, 1 


ndt der Zahlenralha A+ li Ai, 


240 nL Die Amljn dar Stofekritttaa abaoor Knxw. 

Sodum tnmmnn dis mn Anfanpitflck 

ff) + 

gehdrlgen Nadibaxponkte, und swiTi wam A+Äi+ • • • 
iriid, 

0^4.1 mit der Zahtonrdhe 1 
mit der ZablenralliB 2 


0^4.14.1 mit der Zablemreiba 4 + 1 
Oa+t+g mit dar ZRhlwnralho 4 + 1. 1 


Om+k+h+i Zwlilmwfhe A + 1, 


Pv4.t4.i.4....4.V ^ Za hl e nnri ho 4 + 1# A|i • • •• ^* 

Dnm hommen die Nadhbarpcmkte mit dem AnfangiBtOck 

• » + %* ' +«i* ' 


\91r deflniexan ipoiter, daß der dnrch (1) daflnierte Zuaig in den Noch* 
barpnnkteD 0|, . . \,Og, Om+i,.* • • die fblgmdea Viäfadlktilm habon noll 

in C^f . • .ipi ^ VIfilftidiheit 1*1 

^ Vfellftchhelt fin 


in Pi+i^+...+^_j+if •••iQir ^ Ylfil&cfaheit f«, 
ln Qg+ii « ■ ■iQg+e ehmÜRTli 9^^ 
ln Otf4.t4.i,...,OA4.t^^ die VieHfudihnlt *«4.1« 

«nr. 

Die Fonnel (O) dee vorigen Ptragnphen eocglbt Jetst 
Sets 2 . Dk wtm md Zw^§m iaOiU gkkh der 

Summe dm P mkt kk der Vüi ^ e d i k e it e u der b eiden Zm$t§e ^ 0 md in 
dem ikmem gemeitmmem Needherfmt/m 9 om 0 , 

Der ente Nadiberpinikt t\ beet^ ein dai ZwdgBn, dsnn Fbtflce- 
xeihm mit mm anfangwi^ d. h. ena den Zmigen ndt beitiiimter Ibngcnte 
ln 0 . Er hingt von. ehiem atetlg 'ratindedldien Penunoter m nb« 
SoWie NediheipiinkteiikC^. .... {^4.1, deren ZeUenwIha 
xmr ent eins netflitiriwi Zghl ^ bmüiht, hfißen freie HedAerpmJde, 
nell jeder von ihnen unter FMdultung äa ihm voiengehendan MbcIK' 
burpunkte atetilg vexUert müden ha™. Um dta an «dnnm 
inniadiM«b ntre rfi fim irlr(indarA nn e hm e 4 >l) doii Nedibeipankt P|. 
Dlemr beoteht an aÜBn den Zweigao. deren EntwlcUnog ndt 

•s+0** 


lu. DIb NidibnpBnfcta 
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•nflogt IBer tat der KonffMimt van (der nnr Hifllltig don.Wert 
Nnll hit) itetig wtoderikfa. SntqnchendM gilt für alle Fankte 
dMoao l&r Pb+i. uaw. Dagegen tand 
•••iPuntahtficel, dannäe wa 'd ai , venn p|,...«Pi4.ifiBitgehB]tim 
^ a erden j wrhHi>HHrfi durch ariUimettacfae Daten bestfmmt. 9 o hingen 
von der Eztatana dea aweltan Gtiedee in der Exxtwlcliung ( 1 ) und von dam 

Wert aofnea Ttj^>niiaiiUi i ab, nicht aber von dem Wert dm Koef- 

flalenten e^ dtaaea fflledea nfcbt ixoien. Nachbarponkte he iße n 

Sa ttßHp i m k h dea letstan vorangehendeo fndm Nachhaipnnktea. 

AnlpkHi. ]. X« olaflDi ttaaumXinlc tanterfieia «tdhdwi Meahbar- 

pnnfctD TOB O. 

S. Aef dnooi qoednitaDliaa Zerig 

X — «la + ei «• + •■■ + «ii»*+^+ia* + l’ + %+!«■+* + ••• 
falgndmDc v po ipei iktO«itt>-i e w tat wdta)OhalfaaM»xpenteOi, . . .. di— 1 j 
duB «te Mv «bUv Pimkt 0 ., dB rfntMlMr SaiaOttpv^ Qi + 1 ud aMMIteli 
lBgtgi!rdBdirfieh»yaBhl»ipiiaktaOb+a<^+Bi«»«» nrdBBfaiiehBlUwG^bB 
tat f-L 

I. Voa diMT fmtaMB Vhaam u dad bBs MaoUBipexiktB tob O bb£ daan 
Zwdg I ltd vod ■awfa«*- 

e. .•■»«). el» f,>l hfcBJhdBtdBBÖtad 

mit (km Ja ||b Betae ( 1 ) dn akmwUt r i^ M t h m 

ethi, na gibt nHlrh 'vtata midM. Dfe ■npfhftrig"* Mb Tf a nhlwi yaktB dad 
aoleiiab dfa amnlttalbBr aaf falgn. 

BetxBGhtet man die oben deflntartm Vtelfkchhritnn r, fin . # ■ .r«! . • • 
eiiifla SMgea fax den NodhaxponktenOi,. ••• ^ 
naner, ao eteht man, daß ea für eihai Nachbexponkt Ö. mit der VlnH ac b- 
hedt 9i mei yflgtirfiknitan gibt: 

sitnaedar der "arf^f* Nadibaxpiinkt bat dtaadbe ‘VleUach- 
holt vi: daxm nennt man 0.4.1 im yert/ b igir von O^. 

Odor 0.4.1 bat eine Meiim '^altadihaft f|f 4.1; dann gilt engen ( 4 ) 
oder (fl) eine der beiden Gtatahungm 

(®®) ^"f*t+i+%+a 

(Bb) ft^9lH+v 

In dlinn Billen liQlgBnanfO,ainidiatgNndibnxpinikteO, 4. 1, ...j 0.4. f 
von der Vleltachbelt %4.i nnd dann im BbE ( 8 a) nodh ^er von der 
VloirBchbelt fk+i- ADa dtam Fankte heißen iU NaOifcIttr^ Ina 0,, 
(aebflrt der ente Nachfolgar 0^4.1 inr ZaMmtelhe ^ 

sliid. die Nachfolger von 0 . ln jedem Fhll die Zeblmlhen 

».A 1 ) 


>) Emguaat Fnatl praatadL ZaanKii RitadmBta pditta 
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84S IX. Dit Analy» <tar 8 bi(akiilltaii «boMT XnrTM. 

gegBbsii; die Folgo iit loiralt fortiiiietaan, bli de dm nntonDchte 
Zweig vedlßt Wenn dnmnach O^+k etnam Zweig n dm Nad 
folgnm von 0. gehflrt, wo gilt «fawMlhii anf Jedsn anderan dmdi O, 
^brndm Zweig. 

Dis Bakrinnan (8) eftgobm non falg Bi idm Set^ der trivlalerwefa 
auch fan Fkdl «inaa dmlgm Nachfiolgen von gMcher VlalfBchhelt rid 
tlg lat: 

SatiS. DU Vü tf w d i Mt wowO^ m/ ti w m 2wttg | id ^tick i§r Amwi 
im VidlatkMim im Nwekfotpr wm 0^ mtf 

Sats 8 ^ aiidi. wenn statt 0. der Funkt 0 genmmun wird. 

Betfaditet man in Sati 8 nur dl^mlgm Nachfolger, die glaiehaaiH 
einam aweltm Zweig §' angehflcm, ao lat dai fifaldihaltirfrlMw dnic 

AafgatM. 0. StoDt mu 0, O^. . (EapUidi diinJi .t 

Piakt» uf ibum Linhmin dar, wnbol au Jodaaul dun. vam 4 . i «ln 

kldaa« VkUaaUidit «li Om hait ta Pnnk 
m gL (^ 4.1 rinuKütakmaafat (a Tifnf). B ^ 

I B dkNaoUtaliaTaiOidarPiiiktOb+iuaf 

1 fdk dtav Knlolqnnikt Iit dia damtUgu 

p _A fc« i"4 du Pankta bta inn Xnlakpank 

Fonkt (ananhWiHwiiq. W«ikn die daiali 
tarUWan Pankta An%. I) — daaidai 
^ dia Mn P&nkta die anodttalbar anf aaial 
mpanUa fDlgaa bnandmiiaifclart (b dfl 
Hiar diu oh XrliwiQ, n kan nun fa dar gnqiblHlMB Dantottang db Naddolgor 
pmikte ntet adman and mit HDb doa abna a db VUbflUMbna^r^.....«, 
imJihBh «MlUdi^ aaifbr btabaa.« 1 angriiaad. Db n afam Naohhaxpank 

pür^ ZaTihmbha ^ ^+ 1 } | 1 U an, vbablo fWAHU» mu Jsmib U 

M «tont Xnfak manlin nad. am foa abn Paakt «bOiabrOif n dlnnMiwb 
kaipnkt in grianfn* 

0. Hu bcdiB fir db Zwatgap^jl' nnd yi-jrZ gn^ihbolMi DanbOanpn. bi 
Sbna Ton Anl^be B u nad Tnkkim W jabm Pmkt artna VbUkflhhatt. 

Sets ^ WUi iU RtüU im NwekbwrpttnkU PnO«, ... atif tUiM 
Zwtig w Ul k Mi eM hd 0^ «fpArncsAiw, ao gibt a aUta dm Kiirm, Ha in C 
mm «Am» « fari ga » Zwaig haaUd, waMUr itmch Oi,...,Osi 
imah gMimiinO^iU VUifwdüiaU EUta Ad. wUrawi im Nwek 
folgm mO^aatf Haaam Zwdg frd UL 

Beweis: Man ■™a..K«i‘ g|o Bnlhe der Vb 1 hrfihidfftn fj 

Ar dm an Wldwirtim Zweig auf Grund der ReTettonnn (8 
rtiikwtria, vpni^—l «nagahund, Dnidi dien Zahlm sind die BzponmtQi 
dv Kfllhaomtwlddniig das Zweigei fadgelegt Die Koetflslontm bestimm 
m a n ao, dafi das erfoideiihdie Anfanpatflck der Beibe mit dem dei 
ff g^ benm Zweiges dbeieüjslfamnt. per KoeflUent daa nflchatm (nm 
heim Nadtlolger von 0. gehflflgea) GHadea bt frei wihlbar. darf abn 
nicht gleich dem nfn— rfiwwAwn den gegebenm Zweigei 

(oder einea kan]nglartm) ipwihlt werdm. Mit dlem (Blade wlxd dfa 
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Reihe dmm abgidrocbsii. DIbm ebhndbeDds PoteoBeibe deliniart, 
«HBmmflT mit ihnm konjegkrtan ia^, • • -ioipi elgobnUbe Kam 

(y—ffli) (y— »■) • • • (y—M^ 
die allen Aafacdemiigen genfigt 

Wir gehen mm anr Betzachtuog wn Kurven flbett die inebiera 
Zweige fan Paukt O'hfiriliniu Deflnkren irir die VleKinhhirit eiiiec «Jchen 
Kurve ln Nachhaiponkt 0» von O ab die Samme der VUbcb- 
hflhan von 0, auf den vsvdiiedeoA Zweigen der Kurve, aowdt dJoae 0. 
entlmlten, ao iat ea Uar. dafi Satx S anch ffir die SchnithnnlripHriW 
von Ewel belidiigBn Kurven ln « I ngm Punkt 0 gilt 

Wir betrachten mm einen fertCn Zwelg|' in 0 mit denNadiberpmikten 

midetsI]endieP^rage,obeiKarwCglbt, db \n0,0i 0^ 

imrgegebaie VkHachhdtan f|, f^, . . haben. Notwendig afaid Jed^ 
blb folgende Nuekfoltm haii i n iimi: 

(0) f,kf«+i+'«‘+r,+,. 

wobei db Sumaation dch Aber alb Nachiolger OU+i*« ••i^s+t 

auf i' eiatxeckL Denn nach Sats 8 güt dio üngWnhnng (9) fOr jeden 

etnaeihien Zweig ( von C, abn andi fflr C aeUwt. 

Die Bedlngangai (IQ tfad aber andh hhneichiBid: 

Sets 0. 5M iU Naek^lp rb m itMuitgM , (8) trfum, ee gOf m ibe 

KNfM C. dbbO.P,,....0«db VüifmjkMim r, Ae^ 

Bewela dnrch voQaOndlgB Tnrtnktlon nach /'•+fi+; * '-pfV bt 
die Snmme NnU« to bt «11— klar. Iat zmn r« ^ letzte, von Noll ver- 
aehiedenn onter den f,, . . . , r«, w aobtrahbren wir von den 

gegebenoi r,, fi, . . .,f, db VtoHkchhelten gai fei » » »i Ci ^ Salz 4 
ex fat lew i idan Knrve fftr db q^^I, |b+i" ' * ‘ ^ 

WM 0 wibb man Ifir C. eine wfllkflEllobe, §' nicht berAfarande Gende 
durch O). FOr dW Knrve C. gelten die NachUgenebdonen eogar 
mit dem GlebhhwitiwiWwm ; 

(«>) fc-fc+i+V+e.+* (»<*») 

Durch Sohtiiktlon iblgt va (IQ und. (10) 

(%— fifc) 3e frW+i— fr+i) + l-(y«+f~fr+i) 

DIbm XTnglekhnng gilt aber amh f Ar » ^ av, da dann db lechta 
Seite Hon bt. Abo gibt ea nach der IndnLÜunavuraiawelzung eine Knrve 
C' mit den VkUachheltan 3)b Knrve Cm^C+C' 

erfOHt iWii geateHtfli Bedingnngen« 

Db VbliadibeltBn der fan Beweb benutzten Kurven In den Punkten 

O, Pi. ...,0 b mAgm mm anafilhihcher mit 

bw* ftai* ■ * '«biB 

bazebhnet werden. Ktne Kurve mH den vcrgeadirbbenen VbIf ac hh ei t Bn 
yff • • •! y« bAt daim Satz f ™it db Schult tnmltiphzltit 
( 11 ) ^••0, 1 , .. ., a) 

16 * 
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filbdomitC^xikUiiiod) dimivdteRnNadib«xpaiiktuifiar{^, . ; .,OU 
I pnrwJfMDT n hat. Cm Uflgt aboT yöa dnam fidon J^zBmetar ab« und 
bei aOgameiiHr Wahl dtaa Famneiaza iteOt dar Auadrock (11) dk 

gpfianw Si jiiiliiiiiiilrip H«Haf dar. 

Vn^AAiti Wsm äU S o h m li li mthifHtiin wo» C mU Cm 
1 , . . .. a) W tBjmäntr WM isgiuCm wo rk i mmnätH Panmäan ittrA 
(11) dia|0(iO«M, Ol , . . „O^SUViäfMktUmtr^, r^. . . . . r.. 

Der Da w ala «gibt dch ohne ivdtaraa durch voUatandlgB Indnkticm 
nadii; dann fOra^Oirtdia Bebanptnxig klar, tmdwBmifc.ri,.. 
irfmTMi mit doi VldfufalieitaQ von C flbaiieüiatlxmxiaa, ao folgt donanllm 
ffir f« ena der Jatsten der GMcbnngeii (11). 

Dia Kurven dnea fadan Gndea, die ndt Cm bd oUgameinar Wahl 
dea In urBtrunmufan FunDetov elzie SdinlttmnltlpHalHt ^ oy ln 
0 hoboa, vnbd Om durch (11) g e gd )en lat, blldea fflr Jada m ebe f^aa» 
Sclar; denn die Sabatitctlon dar Bnfliflnantwkkfamg daa ehnigm Zwolgoa 
von cL ln die GMdnmgai von C und daa Nnllaataen der EoeOlsleiiton 
ds Gtiader, denn Onfarnngan < Om dnd, aiglbt Unaue Bedhigungon 
ffir die Eoeffidenton von C. Wann nun dzieEnrveC fflr «mO, 1, .... a 
Jadeanal dleaar hnauen Sdiar angnhflrt, alao aSon anvibnton llDoaran 
Rartfngang« genflgt, ao aagt man, die Kurve C baba ln 0, C^, .... O. 
die d r taiff a i VülfäMtÜm r«. Dia irizldichea oder 

WaUMlibailan r«, . . .. r« W""«* mm Teil gr06ar, mm Tdl fcbrfnnr irfn 
ala die vlrtodan; ala influn aber den UnglaldxinigBn 

• • • + ^ fl« 

ganflgan. 

AntplaP ’ flafl flk HadifDlgatalihngn acfiUli riad, wenn 

ftr daa f-iädim Foakt O dia VMhrtihät 9— 1 nad ior Jndn vrdMhea Kaohbar- 
pokt dk VkIteliMt 9 f - 1 vvgHluWm atrd. 

■. Mn Mrik dk Uiaan Badkgan^a IBr dk KoMIUntaa d« Knrvnn C 
adt voiiiiiiNan TtaisaDaB VkikfliilMitn vdim a h aaf iBr daa daO dar 

ffptana Zveig «taa fndfaalklia Bp lt a i hafe (ofeaa^Mal) and dafi dk Tirtiuilln 
f,«iL n- A f^-1 

Mrim riiM. 

|M. Daa Variialtaa dar üaiilibaipiuiktB 
bei 

Wlr mdlm nnlaandwn , wie ridi die Folge dar Nodipazpimkto 0, 
Pii ^1 • • • alnea Ponktaa 0 anf ab*»« Zweig | bei dar ln 1 15 da0nlortan 

qoednUachaa C rMWiaMtyMMfiirnMiHnji 

m I 

I CiCi« CaCi* Ciiti 

veriillt, wenn 0 die Bete (1, 0, 0) und die Zwelgtangenta keine Satte daa 

Kfii tHn afinaTuloW kt. 
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Wb ln itS mtqxleht Jeder Kum/^j^O nadi dar l^nnifomittlon 
du Enrfo g{l^mmO, wobei db Fonn g dnrdi 

ff) /(^%. <1^. 1^4) (%!%.%) 

ddnkrt wird. Audi entqvldit jedem Zwdg | ndt Anlangipiinkt 0 
eb Zwdg i', diMwn AnAmmiinikt auf der gegmOberibgeodea Sdte 
(ihO Uegt Sbd CiM db Potenmibai du 4&iwdgee |'. 

■e dnd 

« «hW-CiWCtW. ibW-C.WC.(T). ihW-4eWfiW 

db Fo t enendhan dea Zwdgee ^ 

Wir befarechtBii mm db Sd mlt l m i ilHp l ialtlt dei Zwdgea | mit der 
Kurve f^O ln der Annahme, dnB der ZSwdg nidil auf der .Xnrye 
logt* Dbae M blÜjJhm t lat daOnlert ab db Ordnung der FotoivaUie 

/(*!•(*)• VtiW’ ff) ^ benntat (I), ao abllt 

man db Pn hwB jw rfryi 

CiWfeWC.W'f (foW. feW. tiW). 

Da und Ci(i^ Ab nlcbt vanchwliidBii, lat db Ordnung 
dbu Potcnirelhe t^bldi der Ondnnng von 

C.W&M'iCC.W. M. {.«) -fl.W'f (foW. tiW. CiW). 
abo gbldi der SdmUtandtliilUtU von fvO mU vermehrt um du 
flache der SSehwittiTmlHribHat gar Gen/^ ih ^ 0 mit ft. Db btxere 
MulÜplblttt lat gODan- dk Ordmmg dea Zwelgea | (odm db Vblfachhalt 
dea Ponktea 0 a^ dem ZSwelg |), wflbratid r db VbUadihelt von 0 auf 
der Kurve /«O lat. Alao hahwn wir den 

Sati 0. Dü Sr i m i t limi Uipiitiiät üt Zwtigm | mU aber JTtffw C üi 
^•iok im Srte^WaiiiW^IjifMI im baw /or aii f yba ZiibjfBi im kam- . 
fomimün ‘JTirw C, ewa iibl «ai im P ni u h t im Vül f mkhti i m mm C 
md'won ft b 0. 

Db imWnaalwei NaoiUiaqjiiiikte von 0 anf | arien Oti « ■ Db 
\ marfibnlt an von ft b 0,Pi,0|,... mOgenmlt f» dbVM- 

üadiheltigi von C ln rtlaaen Pnnklm ndt Oai fin gii • « • besäfefanot wncdon. 
Db SchnltLniuHlplfadtlt von C mul | ad Ji, db von C und ft' ad A\ 
Dann ergibt Sats 6 db Fomud 

(d) A^A * ' 

Mh HUte dea Sataea 0 bavdau wb nun den 

Sata Bd im ffm^rnrndim (1) galapi iü n ka n tüm NeeUer- 

]bHiMep|,0| Oa,... eo» 0 mf im Zwdg% im IM» mek i»<y, 

CC-i 0bV| Md (y id Amgmi g tpmiM im t mit fo rmü rtdi 
Jkidgm f' fMd iü m§kamdmit H rn k hmfi m k ü mm 0* ^ |' 

dmL £rd | b 0»(\|0||...|OU db aa 

Aea ft' A» db Vidtmk Mi mt 

^V^befidiaadBnSÄfBrO«bteAniialuneidaflerlArP|, . . 
dchtlg-btk Man wird aehen, dafl der Beweb andi ftti m»! gUt 
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ufilikai f ttr C dJfi nach Sati 4 (| 50) exlitlaraiide Kurve die 
ln die VIeUnchhsitai ..i(b mit hat. Nach 

iW TTidn¥rinM vnr «iiiitiiing lifltC^inQ*,<^^...^Q^ g dia\^<w£hhirftwi 

fiitfiifxf ]>Branf01_ilQlgBDde Nacfabupunkt auf der Kurve C' 
k 1 die ViaUachbeiteD vm i' und von C* in Ol_i aelan und 
Dann lat nach Satx t (| 06) die Sdudttmultlplkltlt ven | und C cßeich 

(6) + 

andamelta iit ale nach Satx 6 ^flldi 


(«) 


■■ + Cifi + • • ' + <4^+ • • • I 


nobel die Glieder + • • • eich auf etwaige weit e re Nachbaxponkte nach 
p^_i beiUiai, die }' und C noch gemebuaui hahon könnten. 

Der Veigiefadi von (8) und (0) gglht 

(7) 

Ana (7) lolgt mnldiat« da und poaitiv dnd: > 0 dann und 
nur dann, warn > 0 iat. Daa bel6t: geht durdi dm Nacbbazponkt 

'0^_i dum und nur dann, wenn) dnxch Ob DerNadibaipunktOi,, 

d. h. die Geaamtheit der Zweige d m d i 0^ geht elao bei der T^analbr- 
*»*»a<*iWi in die Gemmthelt der Zweige durch über. 

In der Wahl ds Kurven C. bert^, wie wir wlaen, eino Firalhait, 
da dv ^achUg« von 0. mzf hei lat. Die Kurven C. habep Jo 
nur einm Zweig. Wlhlen wir nun für C eine Kurve Cp, fDr | dm einktgon 
Zweig einar andeam Kurve die udt der erale» wohl 0, Pi, . . .«Op, 
abs nidxt dm Nadifidger von CU^entafaftam hati Dann lit fai (7) 
fpM^Ml, Eft folgt, daBandi auf der rechten Salta nur ein Glied vor- 
luaniitai kann und da6 diaaea dm Wert Bina hat Alao: die vendde* 
denm C. enthejtm nur und habm fahmn w ellar e n Nach- 

■ baxponkt nadi Om^i mltafnaiMW gmeinaam. 

Ifunbetnchtm wir wieder einen beliebiganZifelgi durch 0,0^, . . .,0p. 
Eine paaend gewIhUa Kurve Cp hat. mit ) nur 0, p|, . . ., 0. ge- 
mrin eii n , und die Itanafonnlarta 'CJ, mit §' audi nur 0', (\, . . .. 

In (7) Äid daher rechta die 4.«i> m dieldhm; weiter lat 

an mtvm . Erfolgt rpMf^, d.h. die Vldfachhait von 
ln lat gWdi der vm ) ln Op. 'Damit lat die TnHnirrinn voUitlodlg. 

Da dunh. die ehnnallge quadxaüadbe r.r i«TimM fi mtiafnrm«f4riri ^|) die 
Nummern aller Nacfabarptmkta von 0 um TOr» erniedrigt werden, kaim 
man duidi k-mel wiedohoUe qnadiitladm TVanalonnaiiaDen jaden 
beliebige n Nadibaxpmkt 0^ ln dnm gewOmUchm Punkt v er wan deln. 
Men kann die Nedibarpunkte mgar, wie ea Motbxs niqarflngllflh getan 
hat, durdx dlem wiedafhoHen Tiimtonatlmm deflnlenn; 

Dia Re i che UiiteiaiKihmigMinwtiiode kann auf beUeUge Ciemmar 
tranaformatlnnm -(d, h. bhadanaki Tr »TiafnriTMt<q inftp der Tthini |a 
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angsvandt mdm. Benndai atnlach. mdan die Eigebnkn fQr den 
FfaH, daO die Tlnuiabiniiatioii an der SleOe 0 «dmdnriiwrig i^t, genaiiBr, 
daß die r arinrailen Formaln fflr die TtanafonnatloD acnrle fllr Ihre Um- 
kefaning an der Stelle 0 hnr. an der entqmclieiideii SteUe <y rinitvoll 
bleiben. Fftr dienmFlaU tritt u Stelle von Saia 6 die ehilladionAiiflBgB, 
daß die Sduütbinüt^iUiltU von j und C dch bei der TjranBfonnation 
■Idit tndert; etatt (8) hat man ■tao 

A^A\ 

Die beim Satz 7 angewandte Bewetemethode caiglbt dann du einfache 
Eifebnla, daß die Folge der Nachbaipunkto C^» O«. . . . ven 0 anf t in 
die Folge der Nadibarpankto von 0* anf tmnafocmlert 

vrfad, wtbreod. die Vldtfadihetten von | ln (7, Oi, Og,,.. ungegndert 

An Stelle von algcbaladMi Kurven tmd Knrvonawelgan kann man 
in dfe a en üntanmehnngea aDgtmwiner analytladhe Kurven F (z« * 0 
in der Umgehnng elnoa featen Pnnkta 0 und onalytlache Eniven> 
zweige in Betracht riehen. Die Beweümethoden und Ergehn ban Indem 
rieh nicht wurmtHriu Kan ediAlt x, B. den Sab^ daß der Begrlfi du 
Nachbarpmiktu und die vmachheton ehiM Zweigea ln den Nacfabar- 
pwikten von 0 vngelndert bUbea bd aolehm analytladien Tranaioiv- 
imtlaosn, die ln der Nachharadialt von 0 eindeutig mA dndautlg uiafy- 
tiidi Tnnkriiibar rind. 

A nf gib». 1. Kaa ftfan die updaetotn P gwelei dinfa. 

SIZS' 
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